COURS GALILEE CONTROLES TERMINALE 2020

SAINT-SERNIN

CORRECTION CONTROLE 16

Exercice 1:

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f définie pour tout x € R par :
f(z) = 22%e® — 2x.
Partie A

1. Soit P la fonction polynéme de degré deux définie par P(z) = 2 + 4z + 2, pour tout = € R.
Donnons le tableau de signe de P sur R.
Posons P(z) = 0.
Plz)=0&a2?+4x+2=0
Soit A le discriminant de cette équation.
A= (4% —4(1)(2) =16 — 8 = 8 = (2v/2)2.
A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :
—4-22 —4+2V2

T = 5 :—2—\/§etx2: 5 :—2+\/§.

Ainsi, on obtient le tableau de signe ci-dessous.
xr | —o00 -2 -2 242 +00
P + 0 — 0 +

2. Soit g la fonction définie pour tout z € R par g(z) = ze®(xz + 2) — 2.

(a) Calculons les limites de g en 400 et —oc.

lim ¢g(z) = lim ze"(zx+2)—2

T—-+00 r—r—+00
lim xze® = +o0
T—>-+00

lim (z +2) = +o0

T—+00

= +00 X +00 — 2 car

:+OO
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D’ou lim g(z) =400

r—-+00

lim g(z) = lim ze®(z+2)—2
T——00

r——00
= lim 2%e® + 2ze® — 2
r——00
lim x2%e* =0 car 2> 0

=0+0—2car { ¥
lim ze* =0

T——00
=-2
Dou lim g(z) = —2.
T—>r—00
Interprétation géométrique sur C,.
De ce qui préceéde on a: lim g(x) = —2 donc la courbe C;, admet une asymptote hori-
T—r—00
zontale d’équation y = —2 au voisinage de —oo.
De plus, on a : lirf g(z) = 400 et
T—>+00
T ret(x +2)—2 2
lim M: lim (z+2) = lim e*(z+2)— — = +oc.

r—+o00 I r—+00 X r—r+00 o

Donc la courbe C;, admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées au
voisinage de +oc.

Montrons que ¢'(z) = P(z)e”, pour tout = € R.
Pour tout z € R:

ze®) (x +2) + ze®(x + 2) — (2)
e’ + xe®)(x +2) + xe”

= (x+1)(z+2)e” + ze®

= (2% + 27 + 2 + 2)e” + ze”

= (2% + 37 + 2)e” + z¢”

= (2 + 42 + 2)e”

= P(x)e”

g(@) =
=

D’ou le résultat.

Déduisons que ¢’ et P ont le méme signe sur R.

De ce qui précede, pour tout z € R, ¢'(x) = P(x)e”.
Or pour tout z € R, e” > 0, donc ¢'(x) est du méme signe que P(z).
D’ou ¢’ et P ont le méme signe sur R.

Construisons le tableau complet de variations de g sur R.

Cont.
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r | —o0 —2-42 —24+2 +00
P - 0 - 0 +
g + 0 - 0 +
9(=2 - V2) oo
g \
—2 9(—=2+?2)

g(=2=V2) = (-2 = V2)e V(-2 - V2 +2) -2
= —V2(=2—V2)e2V2 2
g(=2 = V2) = (2V2 +2)e > V2 —2

9(=24V2) = (—2+V2)e V(-2 4+ V2 +2) — 2
= V2(=2 4+ V2)e V2 2
= (2—2V2)e V2 _ 2
=2(1 —V2)e V2 _2

(d) Montrons qu’il existe un unique a € R tel que g(a) = 0.
D’apreés le tableau de variation ci-dessus,

e pour tout x €] — 00, —2 —v/2[ on a :
—2< f(z) < g(=2—=vV=2) or g(—2—V2) = (2v2+2)e 2 V2 -2 = —1,841 < 0.
Ainsi, la fonction ¢ n’admet aucune solution dans l'intervalle | — oo, —2 — /2] car ne
subit aucun changement de signe sur cet intervalle.

e pour tout x €] — 2 — /2, -2+ /2[ on a:
—1,841 > g(z) > g(—2+v2) or g(—2+v2) = 2(1 — V2)e 2tV2 — 2 = —2 461 < 0.
Ainsi, la fonction g n’admet aucune solution dans l'intervalle | — 2 — /2, —2 ++/2[ car
ne subit aucun changement de signe sur cet intervalle.

e pour tout x €] — 2+ /2, +-00[ on a:
| —24+v2,1] C] =2+ V2, +o0[ or g(1) =3e —2= 16,155 > 0 et g(—2 + v/2) < 0.
g(1) x g(—=2 + v/2) < 0 et la fonction g est strictement croissante sur l'intervalle
| —2+4+/2,1] alors, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique
a €] —2++/2,1] tel que g(a) = 0.
D’ou il existe une unique solution « pour I’équation g(x) = 0.

Donnons un encadrement de o & 1073 prés.

Aprés une représentation de la fonction g on conjecture que « € [0, 49; 0, 50].
g(0,49) = 0,49¢%19(0,49 + 2) — 2 = —0,0084 < 0

g(0,50) = 0,50e%%°(0,50 + 2) — 2 = 0,061 > 0

9(0,49) x ¢(0,50) < 0 donc la conjecture est bien vérifiée.

Appliquons pour la suite 'algorithme de dichotomie.

Cont.
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On s’arréte lorsque 'amplitude de I'intervalle en cours est de 0,001.

0,49+ 0,50 0,495,

€1 =

9(0,49) < 0 et ¢(0,50) > 0.

9(0,495) = 0,495¢%495(0, 495 + 2) — 2 > 0.

9(0,49) x g(O 495) < 0 donc « € [0,49;0,495].
0,495 +0,49

[
('3

= 0,4925

g(O 49) < 0 et g(0,495) > 0

9(0,4925) = 0,4925¢%49% (0, 4925 + 2) — 2 > 0

9(0,49) x ¢g(0,4925) < 0 donc « € [0,49;0,4925].
492 4

049254049 0

3
9(0,49) < 026t 9(0,4925) < 0

9(0,49125) = 0,49125e%49125(0,49125 +2) — 2 > 0

9(0,49) x ¢(0,49125) < 0 donc « € [0,49;0,49125].

0,49125 — 0,49 = 0,00125.

D’ot1 un encadrement d’amplitude 1072 est : 0,49 < o < 0,49125.

[ J
Q

(e) Donnons le signe de g sur R.
Pour tout z €] — o0, af, g(z) <0,
pour tout = €]a, +ool, g(x) > 0 et g(a) = 0.

Partie B

1. Donnons les limites de f en 400 et —o0

lim f(z) = lim 2%" — 2z
Tr——+00 r——+00

= lim z(ze® —2)

r——+00
lim z = 400
Tr—+00
= 400 X 400 car lim xe® = 400
T—+00
lim ze* — 2 =400
T—+00
lim f(z) = lim z%" — 2z
Tr—r—00 Tr—r—00

lim x%e* =0
=0+ (+00) car ¢ “77
lim —2z =+
T——00

2. (a) Montrons que f(a) = —2a X (1 i a).

fla) = a?e* — 2a.
Cherchons e®.

Cont.
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2
On sait que g(a) = 0 donc ae®(a+2) —2 =0 alors e* = NEFE
En remplagant I'expression de e* trouvée dans f(«) on obtient:
fla) =a* x L—Zoz
B ala+2)

200 2a(a + 2)
a+2  a+2
—2a[-1+ (o +2)]

o+ 2
—2a(a+1)
a+2

_ o ( 1+ a)
2+«
(b) Déduisons un encadrement de f(c).

1+«
D i précede, : = —2a X .
e ce qui précede, on a: f(«a) o) (2+a>

De la question 2. (d) on a 'encadrement de a: 0,49 < o < 0,49125.

0,49 < o < 0,49125 < 2 x 0,49 < 20 < 2 x 0,49125
& 0,98 < 20 < 0,9825

0,49 < o < 0,49125 < 140,49 < 1+ o < 1+ 0,49125
1,49 < 14 a < 1,49125

0,49 < v < 0,49125 < 240,49 < 2+ o < 2 + 0, 49125
& 2,49 <2+ a < 2,49125
1 1 1

= < <

2,49125 ~ 2+ a — 2,49

1,49 14« _ 1,49125

= < <

2,49125 ~ 2+ — 2,49

0,598 < ;JFO‘

< 0, 5989
+«

1
& 0,598 % 0,98 < 2a x (;O‘

) < 0,5989 x 0,9825
+«

1
0,586 < 20 x (2+0‘

) <0, 5884
(6%

& —0,5884 < —2a x (;“‘

> < —0,586

+«

D’ott on obtient 'encadrement de f(«) suivant:
—0,5884 < f(a) < —0,586

3. Calculons la dérivé f’ de f sur R et disons ce que nous remarquons.

Cont.
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Pour tout z € R,

fl(x) = (2?)e” + 22(e”) — (2z)
= 2ze” + ze” — 2

=zxe"(r+2)—2
Nous remarquons donc que pour tout = € R, f'(z) = g(x) = ze"(z + 2) — 2

4. Déduisons le tableau complet de variations de f sur R.
De ce qui précéde, on a puis remarqué que f'(x) = g(z) donc la fonction dérivée f’ est du
méme signe que la fonction g.
Or de la question 2.(e) de la Partie A on a :
Pour tout = €] — o0, af, g(z) <0,
pour tout z €|a, +o0l, g(x) > 0 et g(a) = 0.
On obtient ainsi le tableau ci-dessous

z —0 @ +00
g — 0 +
I — 0 +
+00 400
f
fla)

5. Montrons que la droite D d’équation y = —2z est asymptote oblique a Cy.
D’apres la question 1 de la Partie B | on sait que lim f(z) = 4o0.
T—r—00

Calculons lim M
r——00 I

2%t — 21
= lim ———
T——00 €T
= lim ze® —2

r—r—00

=—2car lim ze®* =0
r—r—00

Observons la limite lim f(z) + 2z.

Tr——00

lim f(x) + 22 = lim 2" — 2z + 2z

T—r—00 T—r—00

= lim z%"

T—r—00

=0

Dot la droite d’équation y = —2x est bien asymptote oblique & Cy.

Cont.
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6. Etudions la convexité de f sur R et donnons les éventuels points d’inflexions.

Etudions le signe de la fonction f”(x) sur R.
Pour tout x € R, f'(z) = g(x) donc f"(z) = ¢'(x) ainsi f”(x) a le méme signe que ¢'(x).

D’aprés la réponse de la question 2.(c) de la Partie A on a:

22 —2+v?2 +00

0 — 0 +

On en déduit donc que:

e pour tout = €] — 0o, —2 — /2], f"(x) >0,
d’ott la fonction f est convexe sur l'intervalle | — co, =2 — v/2].

e pour tout x € [-2 — /2, -2+ /2], f"(z) <0,
d’ott la fonction f est concave sur intervalle [-2 — /2, =2 4+ /2].

e pour tout z € [~2 + /2, +o0, f(z) >0,
d’ott la fonction f est convexe sur intervalle [—2 4 /2, +o0].

La dérivée seconde f” de la fonction f s’annule en changeant de signe aux point d’abscisse
—2 — /2 et =2 + /2 donc la fonction f admet des points d’inflexions de coordonnées:

(2= V2, f(-2—V2)) et (-2+ V2, f(-2+V?2))

7. Tracons D et Cy dans un repere.

Exercice 2:

Donnons, en justifiant, les éventuelles bonnes réponses possibles.

On considére la fonction f définie pour tout = € [—10;10] par :
Cont.
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f(z) =1+ (z—5)e"%.

(z + 5)e?

1. La dérivée seconde de f sur [—10;10] est : a) f"(z) = o

Pour tout = € [—10; 10],

F(z) = (z = 52 4 (z — 5)(e">")
= "2 +0,2(z — 5)e™*
— 60,296 =+ 07 23;,60,296 o 60,2x

=0, 2222

f"(z) = (0,22)'e"** + 0, 22(e"**)’
=0,2¢"% 40,2 x 0, 2ze%*
=0,2e%% 4+ 0, 04xe™*®
= (0,04x + 0, 2)e™?*
= 0,04(z + 5)e™**

(z + 5)60,29:
=

D’ou la réponse a) est bien la bonne réponse.

2. La fonction f’ est : d) croissante sur [—5; 5].
En effet, la dérivée de la fonction f’ est la fonction f”.
(x4 5)e”*

De la question précédente, pour tout = € [—10, 10|, f"(z) = 5%

0,2z
Or pour tout = € [—10, 10], TR 0 donc f”(z) a le signe de la fonction = — z + 5.
Posons = + 5 = 0.
r+5=0&2=-5.
Faisons un tableau de signe.
r |—o00 -5 +00
f” - 0 +

On déduit de ce tableau de signe que pour tout z € [—5,5], f”(z) > 0 donc la fonction f’ est
bien croissante sur l'intervalle [—5, 5].

3. La fonction f est : d) convexe sur [—5; 5.
En effet, de la réponse précédente, pour tout x € [—5;5], f”(x) > 0 donc la fonction f est bien
convexe sur 'intervalle [—5; 5].

4. Sur [0;5], Cy est : a) au-dessus de ses tangentes et d) en dessous de ses sécantes (ou cordes).
En effet, la fonction f est une fonction convexe sur l'intervalle [—5, 5] d’aprés la réponse précé-
dente, donc sur cet intervalle la courbe C; est au dessus et de ces tangentes et en dessous de
ces sécantes; d’ou la justification de nos choix.

Cont.
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5. Cy admet un point d’inflexion d’abscisse égale a : d) —5.
D’apreés le tableau de signe de la fonction f” a la question 2), on constate que la dérivée seconde
de la fonction f s’annule en —5 en changeant de signe. D’ott —5 est bien ’abscisse d’un point
d’inflexion a la courbe Cy.

Exercice 3:

Partie A : Une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par g(z) = 2 — 3z — 4.

1. Etudions les variations de g et donnons son tableau de variations complet.
La fonction g est une fonction polynéme alors elle est continue et dérivable sur R.
Pour tout = € R, ¢'(x) = 322 — 3.
Posons ¢'(x) = 0.
Jr)=0312-3=031*-1)=02>-1=0car 3#0.
”?—-1=0&zrx=1louzx=—1.
Faisons un tableau de signe

—00 —6

lim g(x) = lim 2° -3z —4
T—+400 T——+00
= lim 2°
Tr—+00

lim g(x) = lim 2° -3z —4
= lim 2°
T——00

Cont.
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On conclut donc que la fonction g est une fonction strictement croissante sur 'intervalle
| — 00, —1][U]1, +00[ et strictement décroissante sur 'intervalle | — 1, 1].

2. Montrons qu’il existe un unique « €]2,1;2, 2| tel que g(a) = 0.
Ona: g(2,1) = (2,1 —3(2,1)—4=—1,039 < 0 et g(2,2) = (2,2)° — 3(2,2) —4 = 0,048 > 0.
On sait aussi que la fonction g est strictement croissante sur 'intervalle |1, +o0]
or |2,1;2,2[C]1, +o00[ donc g est strictement croissante sur |2, 1;2,2].
g est strictement croissante sur |2, 1;2,2[ et g(2,1) x ¢g(2,2) < 0 alors d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe un unique « €]2,1;2, 2] tel que g(«a) = 0.

3. Donnons une valeur approchée de v & 1072 prés.
En appliquant ’algorithme de dichotomie de fagon successive, on obtient a € [2,19; 2, 2].
En effet, g(2,19) = (2,19)3—3(2,19)—4 = —0,066 < 0 et g(2,2) > 0 donc g(2,19) x f(2,2) < 0
d’ott on a bien « € [2,19;2,2].
2,2—-2,19=0,01.
Ainsi une valeur approchée de o & 1072 prés est 2,19

4. Etudions le signe de g sur R.
D’apreés le tableau de variation de la fonction g obtenu a la question 1), on a:

e pour tout z €] — o0, —1], g(z) < —2
e pour tout z € [—1,1], =6 < g(z) < -2
e pour tout z € [1,af, =6 < g(z) <0
e pour tout = € [a, +o0o[, 0 < g(x)
En résumé pour tout x €] — 00, af, g(x) < 0 et pour tout = € [, +00[, g(z) > 0.
Partie B : La fonction
Soit f la fonction définie sur R\{—1,1} par :

- 3 + 222

fla) =

1. Déterminons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3 + 222
li — lim — 2
Jm flr) = lim —o—

3

= lim —
r——+00 [L’2

= lim z
T—+00

:+OO

lim f(zx)= lim

T—>—00 z——o00 g2 —1

Cont.
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Etudions le signe de la fonction x — 2> — 1.
Posons 22 — 1 = 0.
?—-1=0zr=1oux=—1.

Faisons un tableau de signe.

T —00 -1 1 +00
2 -1 + 0 - 0
. . xt 4227
Am, @) = lim, =
rz<—1 rz<—1
= lim (2° 4+ 22%) x lim !
z——1 z—1 72 — 1]
r<—1 r<—1
lim (23 + 22?) =1
w2
=1 X 400 car 1
lim = 400
z——-1732 —1
r<—1
Jim, 7(0) = o
rz<—1
. .t 4227
Am, @) = lim, =
z>—1 z>—1
= lim (2 + 22%) x lim !
z——1 z>—1732 — 1
rz>—1 rz>—1
lim (23 4 22?) =1
zx—>_—11
=1 X —oo car - 1
lim 5 = —0
x——1 1% — ]_
z>—1
lim f(x) =—o0
r——1
z>—1
23 + 222
| =1
g (@) = I
z>1 x>1
1
= lim(2” + 22%) X lim —
z—1 z—=1 1% — 1
x>1 x>1

lim(2? 4 22%) = 3
w3

= 3 X 400 car 1
lim =
z—1 ,(L'Z —1
z>1

+00

lim f(z) = 400
=0

Cont.
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3 2 2
lim f(z) = lim x;——x
x—1 x—1 4 — ]_
<1 <1

= lim(z® + 22%) x lim
rx—1 r—1 3;'2 — 1
<l <1

lim (z?® + 22%) = 3

o2
=3 X —00 car 1

hm 5 = —00
o212 — 1

x—1

<1

2. Montrons que : Yz € R\{—1;1}, f'(z) = z9(2)
(@2 =17

Pour tout x € R\{—1;1};

(23 +22%) (22 = 1) — (2® — 1)/ (2% + 22?)

!
f (.T) = (ZL’Q _ 1)2
(322 + 4z)(2* — 1) — 2z(2® + 22?%)
- (2~ 1)2
3zt — 322 + 4a® — 4z — 221 — 423
B (a2 =12
xt — 32?2 — 4x
e
x(x3 — 3x — 4)
S @y
__zg(x)
@17

D’ou le résultat.

3. Déduisons le tableau de variations complet de f.

Etudions le signe de la dérivée f’ de la fonction f. Pour tout z € R\{—1;1}; f'(z) = %
l’ —
On sait que pour tout x € R\{—1;1}; (z* — 1)> > 0 donc f'(x) a le signe du numérateur

x— xg(z).
Posons zg(z) =0
zg(z) =0 x=0o0ug(x) =0« x=0ouxz=acar aest 'unique réel pour lequel g(a) = 0.

Faisons le tableau de signe de f'(z) et le tableau de variation de f.

Cont.
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r | —00 —1 0 1 o +00
x — - 0 + + +
g - - —~ - 0+
I + + 0 - — 0 +
—+00 0 —+00 +00
S
—00 —00 —00 fle)
T+ 2
4. (a) Montrons que Vo € R\{-1;1}, f(z) =2 + 2+ —; T
x —
T+ 2
= 2
(@42 -1+ +2
B x?—1
P —x 422 - 24142
B x?—1
B x3 + 227
21
. x4+ 2
D’ou Vo € R\{—1;1}, on a bien f(z) =z +2+ a1
(b) Montrons que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique en —oo et +00.
2
De ce qui précéde on a : Vo € R\{-1;1}, f(z) =z +2+ x2+ T
x J—
Or lim f(z)=4ocoet lim f(z)= —oc.
r—r—+00 T—r—00
Observons donc les limites : lirf [f(z) = (x+2)] et lim [f(x)— (x+2)].
T—+00 T—>—00
lim [f(z) — (2 +2) = lim |z4+2+ 272 (2 +2)
S V@) — a2 =l o424 gy~
) x4+ 2
= lim
T—>+00 ,j[,'2 —1
- z_l:{loo T2
1
= lim —
x——400 I

Cont.
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lim [f(z)—(z+2)]= lim |z+2+

T——00 T——00 2 —

lim [f(z)—(z+2)] = xl_i}_noo [f(z) = (x 4+ 2)] = 0 donc la droite d’équation y = = + 2

T—>+00
est une asymptote oblique a la courbe représentative de la fonction f.

(c) Etudions la position de la courbe représentative de f avec la droite d’équation y = x + 2.

2
vz € R\{=1;1}, on a f(z) — (2 +2) = = -
x —
. 2
Etudions le signe de la fonction x — x2+ T
x —_—
Faisons un tableau de signe
x —00 —2 -1 1 +00
T+ 2 — 0 - + -
22 —1 + + 0 — 0 +
T+ 2
o 0 + +

On déduit donc a partir de ce tableau que :

e pour tout = €] — oo, —2[U] — 1, 1], f(z) — (z+2) < 0.
D’ou la courbe représentative de la fonction f est en dessous de la droite d’équation
y = = + 2 sur chacun des intervalles | — oo, —2[ et | — 1,1].

e pour tout = €] — 2, —1[U]1, +oo], f(z) — (x +2) > 0.
D’ou la courbe représentative de la fonction f est au dessus de la droite d’équation
y = = + 2 sur chacun des intervalles | — 2, —1[ et |1, +o0].

Exercice 4:

Déterminons si les fonctions suivantes sont continues en 0 :
2z +1 si <0
1. f(x)= 0 si x=0
2 +522+1 si x>0
Vérifions si lirr(l] f(z) =lim f(z) = f(0).
xr—r

z—0
<0 x>0

Cont.
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Ona: f(0)=0
lim f(z) = lim (22 +1)
<0 <0
=1

. 7 4 2
lim flx) = 31613%(91: + 52" + 1)
z>0 x>0

=1

lim f(z) = lim f(2) # f(0).

<0 x>0
On en déduit donc que la fonction f n’est pas continue en 0.

T
— si z#0
2. g(v) =13 vz
0 st =0
Vérifions si lin% g(z) = ¢(0).
T—
On a g(0) = 0.
dnpole) =n 7 = Ve =0

lin(l) g(x) = ¢g(0) d’ont la fonction g est une fonction continue en 0.
T—

i
3. h@):{ — sz #0
1 si =0
Vérifions si 9161_% h(z) = glclir(l) h(z) = h(0).
z<0 z>0
On a h(0) = 1.
lim h(z) = lim i
x—0 z—0 I
<0 <0
= lim —
T
=—-1
lim h(z) = lim J2l
z—0 z—=0 I
x>0 x>0
= lim —
z—0

x>0

lim h(z) # lim h(z) = h(0).
520 230
D’ou la fonction h n’est pas continue en 0.

The End.



