COURS GALILEE CONTROLES TERMINALE

SAINTE MARIE DES CHAMPS

2020

CORRECTION CONTROLE 13

Exercice 1:

On considére la fonction

2?2 +3r+1

. —>
e xr— 2

Définie pour tout x €] — oo; 2[U]2; +00].

1. Déterminons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

e lim f(x)
T—r—00
. . 2?4+ 3r+1
3 1
x? (1 + —f + —2>
T T
= lim

lim — =0
z——o0 2
22
= lim — car lIm — =0
T——00 I z——o00 T2
lim — =0
T——00 I
= lim =z
Tr—r—00

Dou lim f(z)=—o0

T—r—00
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22+ 3z +1
i o
:c—l>r—{1c>o f(SC) $—1>I—Poo xr — 2
2
= lim r
r—+oo I
= lim =z
r——+00
= —|—QO
D’ou xl_l)I_’I_loof(JI) = 400
e lim f(x)
r—2~
2?2 +3x+1

lim f(z) = lim

r—2~ r—2~ Tr— 2

= lim (2° + 32 + 1) x lim

r—2~ r—2- T —
lim (z* + 3z + 1) = 11
— 11 x —oo car {72
lim = —00
x—2— T —
= —00
Dot lim f(z) = —o0
r—2~
I
* aclgl+ f<x>
22 +3x+1

lim f(x) = lim

r—2+ T2+ Tz —2

= lim (#* + 3z + 1) x lim

z—2+ =2+ T — 2
lim+($2 +3z+1)=11
=11 X 400 car o2
lim = +400
2T T —

D'ou lim f(z) = +o0

z—2+1

2. Déduisons de la question précédente 'existence d’éventuelles asymptotes paralléles aux axes
repére en précisant leur équation et les faisant apparaitre sur le précédent graphique.
De la question précédente on a:
lim f(z) = —oco et lim f(z) = 4o0.
x—2+

Ainsi, la droite d’équation x = 2 est une asymptote paralléle a ’axe des ordonnées.

Cont.
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x? — 4 — T
3. Montrons que, pour tout x €] — o0; 2[U]2; +oo[: f'(z) = NCETE
() = (22 432+ 1) (z—2) — (z —2)/(z* + 3x + 1)
(z —2)?
@2 4+3)(x—2)— (2®+3x+1)
N (z —2)?
22 —dx+3r—6—2a®—3z—1
B (z —2)?
2t —dr -7
(a2

D’ou le résultat.

4. Dressons le tableau de variation complet de f.
Etudions le signe de f'(x).
Pour tout z €] — 00; 2[U]2; +00[, (x — 2)* > 0 donc la fonction f'(x) a le signe du numérateur.
Posons 22 —4x — 7 =0
Soit A le discriminant de cette équation;
A = (—4)2 —4(1)(=7) = 16 + 28 = 44 = (2y/11)? > 0.
Ainsi, ’équation admet deux solutions distinctes:

4 — 2411 4+ 2+/11
— =2 -4/11 etx2:%22+\/11.

Nous obtenons donc le tableau de signe et de variation ci-dessous:

I =

r |—o0 2 — 11 2 2 ++/11 +00
I + 0 — — 0 +
7 2\/ﬁ +00 +00
f
o 0 7+2V11

f(2—\/ﬁ):(2—\/ﬁ)2+3(2—\/ﬁ)+1

2—V11-2
4411+ 11+6-3V11+1
- —-v11
C22-T7V11
Vi
2V -7 x11
N —11
=7-2V11

Cont.
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f(2+\/ﬁ):(2+\/ﬁ)2+3(2+\/ﬁ)+1
2++/11 -2
A+ 4VITH 1L+ 64+ 3VIT+1
a V11
24 7/11
IRVAT
22¢/11 + 7 x 11
B 11
=7+ 2V11

5. Question facultatives :

(a) Vérifions s'il existe une tangente a la courbe C; qui soit paralléle a la droite d; d’équation
y = —10x + 20. S’il existe, tracons cette tangente.
Soit T': y = f'(x0)(z — x0) + f(xo) cette tangente au point d’abscisse zy & la courbe Cy si
elle existe.
La tangente T' étant paralléle a la droite d’équation y = —10x 4 20 alors f’(zg) = —10.

R O
(z0—22

& xf — 4wy — T = —10(xf — dxo + 4)

& x5 — 4drg — 7= —102] + 4029 — 40

& 1ag — 4420 + 33 =0

S rt—4r9+3=0

fl(xg) = —10 & -10

Soit A le discriminant de 'équation 22 — 4z¢ + 3 = 0.
A=(-4)-41)3) =16 —-12=4 =22
A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles :

4—2 4+2
xlz—zlet:@:%:&

Ainsi, zg = 1 ou xg = 3.

e Pour z5 =1 on a:
Ty:y=f(1)(x—1)+ f(1) or

124+3x1+1
£(1) = —+1 - T St f(1) = —10
Donc Ty :y=—-10(x —1) = 5=—-10x + 10 —5 = —10z +5

DouT;:y=—10x + 5.
e Pour 2y = 3 on a:
Ty : f'(3)(x — 3) + f(3) or

3P +3x3+1 94+9+1
£(3) = +3_X2+ _ +1+ — 19 et f/(3) = —10.

Donc T3 : y = —10(x — 3) + 19 = =10z + 30 + 19 = —10x + 49
D’ou T3 : y = —10x + 49.

Voir la représentation des tangentes T3 et T3 sur le graphe de la fonction f.

Cont.
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(b) Conjecturons graphiquement 'existence d'une asymptote oblique a la courbe Cy.
La droite dy est une asymptote oblique a la courbe Cy.
Démontrons cette conjecture en étudiant les limites en l'infini de f(z) — (x + 5).

1
1]
|

i o 243z +1
Jm @) = (@+5) = lm ——o—— (z+5)
~ lim 2 +3z+1—(z+5)(z—2)
xr——+00 x—2
. 22+ 3r+1— (22— 22 + 5z — 10)
= lim
T—r+00 £L'—2
o2+ 3r4+1—-22—-3x+10
= lim
xr——+00 3,','—2
! 11
= lim
x—)—i—oo.’E—Q
=0

lirJ]ra f(z) — (x+5) = 0 donc la droite d’équation y = x + 5 est une asymptote oblique a
T—r+00

la courbe Cy¢. Aprés représentation de la droite d’équation y = x + 5, elle coincide avec la
droite dy donc la conjecture est bien vérifiée.

(c) Conjecturons graphiquement 'existence d'un centre de symeétrie de la courbe Cy.
Le centre de symétrie de la courbe Cy est le point d’intersection des asymptotes verticale
et oblique.
Ce point a pour coordonnées : (2, 7).
Démontrons cette conjecture en vérifiant 'égalité f(a — x) + f(a + z) = 2b pour tout

Cont.
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x €] — 00; 2[U]2; 400 ot a et b sont des réels bien choisis.
D’aprés la conjecture le centre de symétrie de la courbe Cy est le point de coordonnées
(2,7) donc a = 2 et b =7 ainsi, pour tout = €| — 00; 2[U]2; 400 on a:

fla—z)+ flatz)=f2—2)+ f(2+2)
(2—x)2+3(2—x)—|—1+(2+1:)2+3(2+x)+1

2—x—2 24+x—2
4—dr4+2*46-3x+1 4+4r+2°+64+30+1
N —x + T
_ZL‘2—7I+11 2?2+ T7r+11
N —x + T
B — 224+ Tr—11+2°+7z+11
N T
_14:6
Tz
=14
=2x7
=2b

On a bien f(2—2z)+ f(2+2)=2xT.
D’ou le point de coordonnées (2, 7) est bien le centre de symétrie de la courbe Cy.

Exercice 2:

On considére un tétraedre ABC'D ou I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [C'D].
On construit les points E et F' tel que les quadrilatéres TACE et I BDF soient des parallélogrammes.

Cont.
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—
On se place dans le repére (B, B?, ﬁ, BA).
1. Donnons les coordonnées des points B, C, D, A, I et J.

0

—
e B étant l'origine du repére (B, B?, B?, BA) alors B [ 0
0

e Point C

58—1x§8+0x§3+0xBA

D’ou C O
0

° Pomt D

x?+1xﬁ+OxBA

0
Ainsi, ?
2

e Point J
Le point J est le milieu du segment [DC] donc :

57:%58

0 1
On connait les coordonnées des points D | 1| et C' | 0 | donc :
0 0
T

D—J} yJ—l

<J

Cont.
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1
De [ -1
0

( 1

rj—=— <

57— L5¢ ’

T T =

\ZJ_O

( 1

rTjg = <

ol 1

yJ—2

\Z‘]:O
D’ou J

O | O | =

1—
2. (a) Montrons que BE = —§BA + BC et déduisons les coordonnées de E.
On sait que TACE est un parallélogramme donc ﬁ = fﬁ .

TE = AC & IB + BE = AB + BC
& BE=-BA+BC - 1B
& BE = —BA+BC + BI

@ﬁ:—ﬁl—kﬁ—l—%ﬁc&wﬁ:%ﬂ

1
o BE = _5521 + BC
D’ou le résultat.
1
Ainsi, E 01

1—
(b) Montrons que ﬁ = §BA + B? et déduisons les coordonnées de F'.

Le vecteur B7 est la résul%ante de des VeCtelllI‘S 34} et ﬁ donc :
B?zl?[}—l—ﬁorB‘[}: B—zzldoncﬁ:ﬁﬂ—i-@.

2

On déduit que F

N == O

3. (a) Déterminons les coordonnées des vecteurs ﬁ et E/) .

Cont.
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0 1 L
On sait que F 1 , B 0 1 et s %
1 ! 2
2 0
0—-1 1
Donc, on a:ﬁ 11_? alorsﬁ (1
Z4Z 1
2+2
1 1
S _-
1 °
LTJ} - —0 alorsﬁ -
2 1
0+ 1 -
2 2

(b) Déduisons la position du point J sur le segment [FE].

De ce qui précéde, on a :
1

2 1
etﬁ 1

1

—_

EJ

DO | DO |

1
On remarque que E)l = §ﬁ donc le point J est le milieu du segment [EF].

4. (a) (*) Donnons la représentation paramétrique de la droite (E'F).

x
Soit M | y | un point de 'espace.
z
v —
M|y| € (EF) s’ilexisteaGRtelqueEM:aﬁ.
z
(2—1=—a
—
EM = oEF & y-0=a
SR
(2 =—a+1
Sy =a
1
z=a— =
\ 2

1
(b) (*) Plagons sur le schéma le point H <Z’ = 5)

Cont.
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Non le point H n’appartient pas a la droite (E'F).

5. (*) Etudions la position relative des droites (EF) et (ID).

-1
Le vecteur ﬁ 1 et
1
0-0 0
17} (1) 1 alors 17 _11

-0 -
2 2

L’abscisse du vecteur 17} est nulle tandis que les composantes du vecteur ﬁ sont tous non nulle
donc ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Les vecteurs D/ et ﬁ étant non colinéaires
on conclut donc que les droites (EF') et (DI) sont sécantes.

The End.



