COURS GALILEE CONTROLES TERMINALE 2020

SAINT SERNIN

CONTROLE 8

Exercice 1: Etude de fonction

On donne ci-dessous la courbe représentative de la fonction f définie par R par :

212 —4x +5
f@) = =31

On a représenté également la tangente a C'y au point d’abscisse 0. (notée Tp)

1. Déterminons par le calcul les antécédents éventuels de 1 par f.
Soit zg un antécédent de 1 par f alors f(xg) = 1.

2
f(xo)=1<:)—2x0xgéfi+5 =
& 2rp —dag+5 =18+ 1
& 225 —dzg+5—25—1=0
St —4rg+4=0
& (1g—2)*=0
Sxr9g—2=0
S a9 =2

1

D’ou I'antécédent de 1 par f est 2.

2. (a) Justifions que f est dérivable sur R.
Soit Dy le domaine de définition de la fonction f.
Dy ={z eR/2*+1#0}
or pour tout r € R, 22 +1 > 0.
D'ou Dy =R.
La fonction f est dérivable sur R comme quotient de deux fonctions dérivables
sur R et dont le dénominateur ne s’annule pas sur R.
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4z — 6 — 4
(b) Démontrons, que pour tout réel x : f'(x) = ﬁ

Pour tout x € R, on a:

(222 — 4z +5) (22 +1) — (2 + 1)/ (22 — 42 + 5)

!/
(4r — 4)(2* + 1) — 22(22% — 4x + 5)
B (22 +1)2
Axd 4+ dw —4a® — 4 —4a® + 82 — 10z
o (224 1)2
B 4a? — 6z — 4
(224 1)2

D’ou le résultat.

(c) Calculons f’ 2(0) puis donner l'interprétation graphique du résultat trouvé.
f’(0)=4(0) 26><02 4:4><O 02 4:_4:_4
((0)2+1) (0+1) 1
D’ou f/(0) = —4.
Par interprétation graphique, —4 est le coefficient directeur de la tangente a la
courbe de f au point d’abscisse 0.

3. (a) Déterminons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Dy =R.

o lim f(x)

r—r-+00

_ o 222 —4x+5
Jm flo) = lm =

o lim f(x)

T—r—00

. . 202 —4x +5
. 22
= lim —
rT—>—00 U

= lim 2
Tr—r—00

=2

(b) Interprétons graphiquement les résultats de la question précédente.
De ce qui précéde on a: lim f(x) = lim f(z) = 2 donc la droite d’équation
T—r—00 T—r+00

y = 2 est une asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction
f au voisinage de +o0 et de —o0.

Cont.
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4. Dressons le tableau de variations complet de f sur R.

D.

Etudions le signe de f'(x).

N 42° — 62 — 4

f (.T) - (.732 + 1)2

On sait que pour tout z € R, (22 +1)? > 0 donc f/(z) a le signe du numérateur.
Posons 422 — 6z — 4 = 0.

Soit A le discriminant de cette équation.

A = (—6)? —4(4)(—4) = 36 + 64 = 100 = 10?

A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes:

6-10 1 6+10
9xd 29T oy T

On obtient le tableau de signe et de variation ci-dessous.

Xr1 —

1) 1 1 15
2(—=) —4(-=)+5 L 19

2 1 2+1 1 5 275
5 4

2% (2)2—4x2+5 8-8+5
(2241 5

=1

1
4
5
2) = -
/) y
(a) Déterminons I’équation de 7.
Ty est la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0.
D’aprés la question 2.c) le coefficient directeur de cette droite est —4 donc :
Ty : y = —4x + b, comme Tj passe par le point A(0,5) alors on a:
Yya=—4dra+bs5=—-4x0+bdoub=>.
Ainsi, Ty : y = —4x + 5.

(b) Déterminons par le calcul les coordonnées des points d’intersection de Tj avec
Cy.
Les points d’intersections de la droite Tj avec la courbe C sont solutions du
systéme d’équation :
y=—4r+5 Ly
B 202 —4x +5

= L
Yy 2211 2

Cont.
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De Ly et Ly on a:

y:—4x—|—5:%@(—4x+5)(m2+1):2x2—4x+5
& —dr® —4r 452 +5 =222 —4r+5
& 42® —32° =0
& (4 —3) =0
@xzoouxzz
e Pour z = 0, —4 x 045 < y = 5, on obtient donc le point de

y =
coordonnées (0, 5).

3 3
e Pour z = T y = —4 X 1 +5 = —-345 = 2, on obtient ainsi le point

3
coordonnées (Z_L’ 2) .

3
D’o les points d’intersection de la tangente Tj avec Cy sont :(0,5) et (Z_L’ 2>.

Exercice 2: Dénombrement

Un jeu de carte classique comprend 32 cartes différentes.
Un joueur pioche une poignée de huit cartes au début de la partie.

1. Déterminons le nombre de tirage de huit cartes possibles.
Le nombre de fagon de piocher, une poignée de huit cartes au début de la partie
parmi 32 cartes différentes non ordonnées correspond & une combinaison de 8 élé-
ments parmi 32.

32! 32!
32y = = = 10.518.
() Q32— 8y 8l x o 0018300

2. Maya et Valentine disputent une partie : Maya pioche ses huit cartes en premier
puis Valentine les siennes ensuite. Sachant qu’un tirage est [’ensemble de toutes les
cartes tirées par les deux joueuses.

Déterminons le nombre de tirages possibles.
Le nombre de fagon de tirer, un ensemble de 16 cartes parmi 32 cartes différentes
non ordonnées correspond a une combinaison de 16 éléments parmi 32.

32! 32!

32

— = — 601.080.390
Co) 161(32 — 16)! 16! x 16!

D’ou il y a 601.080.390 tirages possibles.

3. Maya range ses huit cartes dans sa main comme sur la photo ci-dessous.
Les cartes de Maya étant distinctes et devant étre rangé dans un ordre donné alors
le nombre de rangement possible de ces derniéres correspond a une permutation de
8 éléments. 8! = 40320
D’ou il y a 40320 rangement possible des cartes de Maya.

Exercice 3: Etude d’une suite

On considére dans cet exercice la suite (uy,),eny définie pour tout entier naturel n par

Cont.
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3y,

o= 1+ 2u,

1
— : Un =
92 9 +1

1. Calculons la valeur exacte de u; (On détaillera le calcul)

2.

SUO

1+2"LL(]
1

3 _
"3

Uy = Up4+1 =

+
[\
X

N | —

lwpopolw =

3

D’ou uy = —.
4

(a)

Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n : u, < u,y1 < 1.
Initialisation:

Ona: - <-<1ldoncuy<u <1.

Par conséquent la relation u, < u,y; < 1 est vraie pour n = 0.

Hérédité:

Supposons la relation u, < ug; < 1 vraie pour tout entier naturel & > 0 et
montrons qu’elle est vraie a 'ordre k + 1.

La fonction f étant strictement croissante sur [0, +oo[ alors pour tout entier
naturel £ > 0 on a:

flug) < flursr) < f(1)
3x1

Or f(ur) = ugs1, f(upsr) = upgo et f(1) = Tooxl— 1 alors :

flug) < flugsr) < f(1) € uprr < ugse < 1.
Ainsi, la relation est vraie a l'ordre k + 1.
On conclut donc que pour tout entier naturel n on a bien : u, < uy+1 < 1.

Déduisons le sens de variation de (uy,).
De ce qui précede, pour tout entier naturel n on a : u, < ;1.
On en déduit donc que la suite (u,) est une suite strictement croissante.

Déduisons que la suite (u,) est convergente. (vers une limite [)

La suite (u,) est une suite strictement croissante et a la fois minorée car pour
tout entier naturel n, u, < 1.

Ainsi, la suite (u,,) est bien une suite convergente.

Démontrons que (v, )nen est géométrique de raison 3.

Calculons 22+
o 3u, 3u, 3,
Vg = UL 1420 d+2u 142w Bun
" 1 — Upi1 1 3uy, 1+ 2u,, — 3u, 1—wu, 1—u,
14 2u 14 2u 1+ 2u,

Cont.
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3u,

Alors 2HL — 1—uy _ 3tn = 3.

Un Un

1—u,
D’ou la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 3.

(b) Déduisons l'expression de v,, en fonction de n.

1 1
" - Z
Le premier terme de la suite (v,) est vp = —— = 2_-2-3
1-— U 1— 1 1
. . . -2 2
v,) étant une suite géométrique de raison 3 et de premier terme 1 alors v, =
étant te géomét d 3etd t 1 al
1 x 3™
D’ou v, = 3™
: : 3"
(c) Déduisons que pour tout entier naturel n : u, = 31
u
On sait que v,, = " donc
u
Un = 7 —nun S vl —uyp) = uy

S Uy — Uy X Uy = Up,
S Uy = Uy + Uy X Uy
S up(1+v,) =0,

& Un
Uy =
1+,
or de ce qui précede, on a v, = 3".
Ainsi, u,, = il
D’ou la déduction.
(d) Déterminons la limite de (uy,)pen-
. . 3"
lim wu, = lim
n——+oo n—+oo 1 4+ 37
- 1 1
T e 1+ 37
3n
1
= lir+n 1
n—-+0oo
—+1
3n
. 1
=1lcar lim — =0
n—+oo 3"

Dou lim wu, = 1.
n—-+0o

4. BONUS Démontrons que la limite [ recherchée dans cet exercice est la solution de
I'équation f(z) = x puis retrouvons la valeur de .
Supposons que [ est solution de ’équation f(z) = x.

Cont.
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Si [ est solution de cette équation f(z) = x alors f(l) = .

o St _
1+ 21
&3l =1(1+2)
&3l =1+207
&2 -20=0
S2(1-1)=0
s[l=0oul=1

Fi) =1 l

Ainsi, la limite [ cherchée est bien solution de I'équation f(x) = x.
De la question précédente, on déduit que la limite [ cherchée est [ = 1.

Exercice 4: Dénombrement

Un sac contient cinqg boules noires, trois boules blanches et deux boules rouges.
On tire au hasard simultanément trois boules du sac.

1. Nombre de tirage possible.
On effectue au hasard un tirage de fagon simultanée trois boules dans un sac con-
tenant des boules donc le nombre de tirage possible correspond & une combinaison
de 3 éléments parmi 10.
0y 10! _10x9x8xT!
(3) = 3(10 -3)!  3x2x1xT7
D’ou il y a 120 tirages possibles.

= 120.

2. Nombre de tirages composés de trois boules noires.
Pour effectuer un tirage de trois boules noires il faut que les trois boules tirées soient
prises parmi les cinqg boules noires dans le sac, ce qui correspond & une combinaison
de 3 éléments parmi 5.
(g): 5! :5><4><3!:10.
3!(5 — 3)! 3! x 2!
D’ou il y a 10 tirages possibles composés de trois boules noires.

3. Nombre de tirages constitués de trois boules de couleurs différentes.
Pour effectuer un tirage de trois boules de couleurs différentes, il faut choisir une
boule de couleur noire, une boule de couleur blanche et une boule de couleur rouge.
Chacun de ces choix correspond & une combinaison de un élément parmi le nombre
de boule disponible par couleur.
Ainsi, on obtient: (J) x (3) x (2) =5 x 3 x 2 = 30 possibilités.
D’ou il y a 30 tirages possibles constitués de boules de couleurs différentes.

4. Calculons la probabilité d’obtenir trois boules de la méme couleur.
Soit p la probabilité d’obtenir trois boules de la méme couleur.
Déterminons d’abord le nombre de tirage qui sont constitués de trois boules de
méme couleur.
On obtient un tirage de trois boules de méme couleur lorsqu’on choisit trois boules
noires ou lorsqu’on choisit les trois boules blanches. (Il ne nous ait pas possible
d’avoir trois boules rouges).
Ainsi, le nombre de tirage constitués de trois boules de méme couleur est:

Cont.
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(3) x ) =10x1=10.
De plus, on sait qu’il y a 120 tirages possibles de trois boules de fagon simultanée

parmi les boules contenues dans le sac.
P ) ; 10 1
ar conséquent, p = — = —.
WP =190 T 12

D’ou la probabilité d’obtenir trois boules de méme couleur est p = T

The End.



