COURS GALILEE CONTROLES TERMINALE 2020

SAINTE MARIE DES CHAMPS

CONTROLE 7

Exercice 1:

1. Oui, d’apreés le contexte, on peut conjecturer le sens de variations et I’éventuelle
limite de la suite (7)) car la température du café temps & diminuer au cours du
temps pour se stabiliser a une température donnée a partir d’une certaine minute.

2. Montrons que, pour tout entier naturel n, T,,.1 = 0,87, + 2.
On sait que pour tout entier naturel n, on a
T — T, =k(T,— M) ouk=-0,2et M = 10.
Donc Ty,41 =1, — 0,2(7,, — 10) =T,, — 0,27, + 0,2 x 10 = 0,87, + 2.
D’ou pour tout entier naturel n, on a bien 7,1 = 0,87, + 2.

3. Montrons par récurrence que 7,, > 10 pour tout entier n.
Initialisation:
Pour n =0 on a Ty = 80 > 10.
Par conséquent, I'inégalité est vraie pour n = 0.
Hérédité:
Supposons l'inégalité T}, > 10 vraie pour tout entier naturel m > 0 et montrons
quelle est vraie a 'ordre m + 1.
On a T,,.1 = 0,87}, + 2 or pour tout m > 0, T,, > 10 donc on a:

T,, > 10 < 0,87, > 8
0,87, +2>8+2
& Tyt > 10

Ainsi, I'inégalité T,, > 10 est vraie a I'ordre m + 1.

D’ott on conclut donc que pour tout entier naturel n, 7, > 10.
Déduisons le sens de variation de (75,).

Etudions le signe de Thi1 — T,

T —1,=0,8T,+2-1T,=-0,2T, + 2.
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De ce qui précede, on sait que pour tout entier naturel n, 7, > 10.

T, > 10 —0,27,, < —0,2 x 10
& —0,2T, +2< —2+2
ST —T1,<0
ST, <1,

Par conséquent, la suite (7},) est une suite décroissante.

4. Oui la suite (7},) est convergente.
Justification:
De ce qui précéde, on a pour tout entier naturel n, 7,, > 10 donc la suite 7;, est
minorée par 10. De plus, la suite (7;,) est une suite décroissante.
Etant & la fois décroissante et minorée, on conclut donc que la suite (7},) est une
suite convergente.

5. On pose, pour tout entier naturel n, u,, = T,, — 10.

(a)

Montrons que (u,) est une suite géométrique en précisant sa raison et son
premier terme ug.

wior _ T =10 _ 08T, +2-10 08T, =8 _0.8(T, —10) _

w,  T,—10 T,—10 T,-10  T,—-10
et ug =Ty — 10 =80 — 10 = 70.
D’ou la suite (u,) est une suite géométrique de raison ¢ = 0,8 et de premier
terme ug = 70.

Montrons que, pour tout entier naturel n, on a 7,, = 70 x 0, 8™ + 10.

De ce qui précede, on sait que la suite u,, est une suite géométrique de raison
q = 0,8 et de premier terme uy = 70 par conséquent son expression est donnée
par u, = 70 x (0,8)".

On sait que u,, = T,, — 10 donc T, = u,, + 10 alors u,, = 70 x (0,8)" 4 10.
D’ou pour tout entier naturel n, on a bien 7}, = 70 x 0,8" + 10.

Déterminons la limite de la suite (7},).
De ce qui précéde, on a T, = 70 x 0,8" + 10 donc :
lim 7, = lim 70x0,8"+10or lim 70 x0,8"=0car0<0,8<1

n—-+00 n—-+0o n—-+00

Donc lim 70 x 0,8" + 10 = 10.

n—-+0oo
Dou lim 7T, = 10.
n—-+0o0o
Ce résultat signifie que pour un instant n trés élevé, la température de la tasse

de café tend & se stabiliser a la température de 10° C.

6. (*) A l'aide du tableur de la calculatrice, résolvons l'inéquation 7, < 40 et interpré-
tons cette valeur dans le contexte de 'exercice.
Aprés calcul on a T = 70 x 0,8% 4+ 10 = 38,672 donc T < 40.
D’ou T, < 40 lorsque n = 4.
Dans le contexte de I'exercice nous pouvons dire qu’aprés 4 minutes la température
de la tasse de café dévient inférieure a 40° C.

7. (*) Ecrivons une fonction (que I'on appellera seuil) en langage Python qui permette
de répondre au probléme posé a la question précédente.

Cont.
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#Fonction seutl
def seuil(valeurDeSeuil):
n=0
while (70*x(0.8)**n+10) >= valeurDeSeuil:

n=n+1
return n

#Test de la fonction seurl avec la valeur 40
print (seuil (40))
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Exercice 2:

1. On suppose que p = 0, 05.
Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de trajets ott Théo a été controlé.

(a) Justifions que X suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.

L’expérience qui consiste a choisir un trajet et a vérifier si un voyageur a été
controlé ou pas sur ce trajet, est une épreuve de Bernoulli dont le succés a pour
probabilité p = 0, 05.

Sachant que 'expérience aléatoire a été répété pour 40 trajets et que X est la
variable aléatoire qui compte le nombre de trajets ott Théo a été controlé, alors
X prend les valeurs entre 0 et 40.

Les controles étant indépendants les uns des autres, on déduit donc que la
variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétre n = 40 et p = 0, 05.

(b) (*) Calculons la probabilité, arrondie au milliéme, que Théo soit controlé au

plus deux fois.
La variable aléatoire X suit une loi normale de parametres n = 40 et p = 0,05
donc pour tout entier £ compris entre 0 et 40 on a :

P(X = k) = (¥)pF(1 = p)"*~* Cest-a-dire P(X = k) = (})(0,05)(0,95)",

La probabilité que Théo soit contrdlé au plus deux fois est P(X < 2).
P(X<2)=P(X=0+P(X=1)+P(X =2).

P(X =0)= () x(0,05)° x (0,95)%07° = 1 x 1 x (0,95)* = 0,129
P(X =1)= () x (0,05)! x (0,95)%~1 =40 x 0,05 x (0,95)%° = 0,271
P(X =2)= (%) x (0,05)% x (0,95)40-2
40! 40 x 39 x 38!
40\ __ _ _
or (2) = 2!(40_2)‘ 5T % 381 = 20 x 39 = 780 donc

P(X =2) =780 x 0,0025 x (0,95)3 = 0, 278.

Par suite on a: P(X <2)=0,129+ 0,271 + 0,278 = 0,678.
Dot P(X < 2) = 0,678.

Calculons la probabilité, arrondie au millieme, que Théo soit controlé au moins
une fois.

Cont.
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La probabilité que Théo soit controlé au moins une fois est P(X > 1).
P(X>1)=1—-P(X =0) or P(X =0)=0,129 donc
P(X>1)=1-0,129 =0, 871.

Dou P(X > 1) =0,871.

2. Soit Z la variable aléatoire donnant le gain algébrique réalisé par Théo.

(a)

Justifions 'égalité Z = 400 — 110X.

L’étude a été réaliser sur 40 trajets au total, donc si on effectue de fagon
rigoureuse sur chacun des trajets un controle, alors tout voyageur dépensera
exactement 40 fois 10 euros c’est-a-dire 400 euros.

Sachant que Théo fraude systématique sur chacun des trajets, alors & chaque
fois qu’il sera controlé, il paiera 10 euros et 'amende de 100 euros pour avoir
frauder, c’est-a-dire 110 euros a chaque fois qu’il se fait controlé.

X étant la variable aléatoire qui compte le nombre de trajets sur lequel Théo a
été controlé, donc le montant que Théo paiera apres les 40 trajets correspond
a 110X.

Z étant la variable aléatoire donnant le gain algébrique réalisé par Théo alors
Z =400 - 110X.

En admettant que E(Z) = 400 — 110E(X), calculons E(Z).

Calculons d’abord F(X).

La variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétre n = 40 et p = 0, 05.
Donc E(X) =40 x 0,05 = 2.

Ainsi, E(Z) =400 — 110 x 2 = 400 — 220 = 180.

D’ou E(Z) = 180.

Oui de ce qui précéde, la fraude systématique permet & Théo de réaliser un
gain moyen de 180 euros lorsque p = 0, 05.

Déterminons a partir de quelle valeur de p (arrondie au centiéme) il en serait
autrement.

Théo ne réalisera pas de gain lorsque E(Z) < 0.

E(Z) =400 — 110E(X) = 400 — 110 x 40 x p = 400 — 4400p.

400
Done E(Z) < 0 4 400 — 4400p < 04 p > o5 & p > 0,09,

Ainsi, Théo ne réalisera pas de gain lorsque la probabilité p > 0, 1.

The End.



