
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s

▼❯▲❚■P▲■❈❆❚■❖◆ ❉❊❙ ◆❖▼❇❘❊❙

❘❊▲❆❚■❋❙

❊❳❊❘❈■❈❊❙

❊①❡r❝✐❝❡ ✶ ✿

❉ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡s ❛✣r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s ♦✉ ❢❛✉ss❡s✱ ♣✉✐s ❝♦rr✐❣❡r ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❢❛✉ss❡s ✿

✶✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢✳

✷✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ✶✵✷ ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s ♥é❣❛t✐❢s ❡st ♥é❣❛t✐❢✳

✸✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ✷✵✶ ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s ♣♦s✐t✐❢s ❡st ♣♦s✐t✐❢✳

✹✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡st ♥✉❧✱ ❡st ♣♦s✐t✐❢✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷ ✿

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ✿

✶✳ ♣✁4q ✂ ♣✁15q ✏ ♣...60q

✷✳ ✁♣✁18q ✂ 2, 1 ✏ ♣...37, 8q

✸✳ ♣✁90q ✂ ♣3, 2q ✏ ♣...288q

✹✳ ♣✁1024q ✂ ♣�5q ✏ ♣...5120q

✺✳ ♣✁95q ✂ ♣✁♣✁33qq ✏ ♣...3135q

❊①❡r❝✐❝❡ ✸ ✿

❉❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ♠❛♥q✉❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ ✿

✶✳ ♣✁14q ✂ ♣❞3, 2q ✏ ♣✁44, 8q

✷✳ ♣❞28q ✂ ♣�13q ✏ ♣�364q

✸✳ ♣�45q ✂ ♣✁2, 5q ✏ ♣❞112, 5q

✹✳ ♣❞0, 25q ✂ ♣✁250q ✏ ♣�62, 5q

➞❈♦✉rs ●❛❧✐❧é❡ ❚♦✉t❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐t❡✳ ✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s

❊①❡r❝✐❝❡ ✹ ✿

❘❡❧✐❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❡ à s♦♥ rés✉❧t❛t ✿

♣✁17q ✂ ✁♣✁20q ✳ ✳ ✭✷✱✺✵✽✮

♣✁256q ✂ ♣✁0, 5q ✳ ✳ ✭✲✺✶✵✮

✁♣✁1, 14q ✂ 2, 2 ✳ ✳ ✭✰✶✷✽✮

85✂ ♣✁6q ✳ ✳ ✲✸✹✵

❊①❡r❝✐❝❡ ✺ ✿

❈♦♠♣❧ét❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✂ ✁3 ✁2, 5 ✁1, 2 2, 4 4, 8

✁4, 8

✁2, 4

1, 2

2, 5

3

❊①❡r❝✐❝❡ ✻ ✿

❊✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✶✳ A ✏ ♣✁140q ✂ 7, 8

✷✳ B ✏ ♣✁120q ✂ ♣✁0, 15q

✸✳ C ✏ 0✂ ♣✁5, 7q

✹✳ D ✏ ♣12, 24q ✂ ♣�12q

❊①❡r❝✐❝❡ ✼ ✿

❚r♦✉✈❡③ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛♥q✉❛♥t ✿

✶✳ X1✄ 25 ✏ 8, 84

✷✳ X2✄ ♣0, 3q ✏ ♣✁29q

✸✳ X3✄ ♣✁11q ✏ ♣✁12q

✹✳ X4✄ ♣✁0, 04q ✏ 400

■♥❞✐❝❛t✐♦♥✿ s✐ a✄ b ✏ c ❛❧♦rs a ✏ b✂ c

➞❈♦✉rs ●❛❧✐❧é❡ ❚♦✉t❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐t❡✳ ✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s

❊①❡r❝✐❝❡ ✽ ✿

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ✿

✶✳ ♣✁3q ✂ ♣✁15q ✂ ♣�4q ✏ ♣...180q

✷✳ ✁♣✁1, 8q ✂ 0, 1✂ ♣✁20q ✏ ♣...3, 6q

✸✳ ♣✁14q ✂ ♣✁3, 2q ✂ ♣�5q ✂ ♣✁1, 5q ✏ ♣...336q

✹✳ ♣✁7q ✂ 120✂ ♣✁♣✁3qq ✂ ♣0, 5q ✏ ♣...1260q

❊①❡r❝✐❝❡ ✾ ✿

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ♠❛♥q✉❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ ✿

✶✳ ♣�9q ✂ ♣❞4q ✂ ♣�3q ✏ ♣✁108q

✷✳ ♣❞3q ✂ 2, 1✂ ♣✁5q ✏ ♣�31, 5q

✸✳ ♣✁2q ✂ ♣❞13q ✂ 5✂ ♣✁11q ✏ ♣�1430q

✹✳ ♣✁0, 1q ✂ 19✂ ♣✁3, 2q ✂ ♣❞2, 5q ✏ ♣✁15, 2q

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✵ ✿

❊✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✶✳ A ✏ ♣�740q ✂ ♣✁0, 01q ✂ ♣✁1, 2q ✂ 5

✷✳ B ✏ ♣✁3, 21q ✂ ♣�9q ✂ ♣0q ✂ 15

✸✳ C ✏ 40✂ ♣✁2, 2q ✂ 8✂ ♣�6, 9q

✹✳ D ✏ ♣✁5, 3q ✂ 3✂ ♣✁24q ✂ ♣�6, 5q ✂ 2

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✶ ✿

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ q✉❡st✐♦♥✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡st ❝♦rr❡❝t✱❡♥❝❛❞r❡✲❧❛ ✿

◗✉❡st✐♦♥ ❘é♣♦♥s❡ ✵✶ ❘é♣♦♥s❡ ✵✷ ❘é♣♦♥s❡ ✵✸

▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s ♥é❣❛t✐❢s ❡st ♥✉❧ ♣♦s✐t✐❢ ♥é❣❛t✐❢

♣✁7q ✂ ♣�8q ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✁7✂ 8 ✁7✂✁8 7✂ 8

♣✁90q ✂ ♣✁0, 5q ✏ ... ✁4, 5 45 450

740✂ ♣✁5q ✂ 0, 01 ✏ ... 37 3, 7 ♣✁37q

♣✁7q ✂ 1✂ ♣✁4q ✂ ♣✁25q ✏ ... 200 ✁700 �700

x✄ 20 ✏ ✁100 x ✏ ✁100 x ✏ 25 x ✏ ✁25

➞❈♦✉rs ●❛❧✐❧é❡ ❚♦✉t❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐t❡✳ ✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✷ ✿

❈♦♠♣❧ét❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ① ✱ ② ❡t ③
❞♦♥♥é❡s ✿

A ✏ x✂ y B ✏ x✂ y ✂ z C ✏ ♣x� yq ✂ ♣x✁ yq

①❂✸ ❀ ②❂✶✵ ❀ ③❂✲✻

①❂✲✹ ❀ ②❂✲✽ ❀ ③❂✶✷

①❂✷✱✺ ❀ ②❂✲✸✱✹ ❀ ③❂✾

①❂✶✷ ❀ ②❂✲✷✺ ❀ ③❂✵

■♥❞✐❝❛t✐♦♥✿

❉❛♥s ❧❡s s✉✐t❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s✱ ❧❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s s♦♥t ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s s✉r t♦✉t ❧❡ r❡st❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✸ ✿

❊✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✶✳ ❆❂ ♣✁6, 3q � r♣✁2, 1q ✂ ♣5, 6✁ 2, 4qs

✷✳ B ✏ r♣✁16q ✂ ♣✁2, 1qs ✁ r♣✁7, 1� 4, 8q ✂ ♣✁10qs

✸✳ C ✏ r♣12✂ ♣✁4q � 8qs ✂ r10✁ ♣200✂ ♣✁0, 25qqs ✂ r♣✁160q ✂ 0, 1q � 4s

✹✳ D ✏ r♣✁3q ✂ ♣✁7, 9q ✂ ♣✁4, 5qs � r♣�12q ✂ ♣�8q ✂ ♣�24qs ✁ r♣✁12q ✂ ♣0, 5q ✂ ♣✁2, 1qs

■♥❞✐❝❛t✐♦♥✿

❉❛♥s ❧❡s s✉✐t❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s✱ ❧❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s s♦♥t ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s s✉r t♦✉t ❧❡ r❡st❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✹ ✿

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥✈❡rt✐r ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❞❡❣ré ❈❡❧s✐✉s ✭➦❈✮ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❞❡❣ré ❋❛❤r❡♥❤❡✐t ✭➦❋✮ ❡st✿

T✵F ✏ T✵V ✂ 1, 8� 32

❆✐❞❡③✲♥♦✉s à ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✿

▼❛t✐♥ ❆♣rès✲♠✐❞✐ ❙♦✐ré❡ ◆✉✐t

❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥ T✵C ✺ ✶✺ ✵ ✲✺

❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥ T✵F

➞❈♦✉rs ●❛❧✐❧é❡ ❚♦✉t❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐t❡✳ ✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s r❡❧❛t✐❢s

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✺ ✿

❈♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ♣②r❛♠✐❞❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s❡s ❞✬❡♥✲❞❡ss♦✉s ✿

■♥❞✐❝❛t✐♦♥✿

❼ ❙✐ a✂ b ✏ c ❛❧♦rs a ✏ c✄ b

❼ ❙✐ a✂ b ✏ c ❛❧♦rs b ✏ c✄ a

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✻ ✿

❈♦♠♣❧ét❡r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♠❛❣✐q✉❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡✳

➞❈♦✉rs ●❛❧✐❧é❡ ❚♦✉t❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐t❡✳ ✺


