Chapitre 5: Dérivation et études de fonctions @GH%S GALILEE

DERIVATION ET ETUDE DE
FONCTIONS

EXTREMUMS D’UNE FONCTION

Exercice 1:

On veut montrer que pour tout réel x € [0; 400, 32° — 42 + 5 > 3.
Pour cela, on consideére la fonction f définie sur R par :

f(x) =323 — 4o + 5.

1. Déterminons f'(z).
La fonction f est une fonction polynome, donc elle est définie et

dérivable sur R.
Pour tout z € R, f/(x) = 92* — 4

Dressons le tableau de variation de f sur R.
Etudions le signe de f'(z).
Posons f'(z) =0
4 2 2

f’(az)20(:)93:2—4:0(:)3;2:5@3;:5011%:_g

Faisons en méme temps le tableau de signe de f'(x) et le tableau
de variation de f.
Calculons les limites de f aux bornes de R

e lim f(r)= lim 32° —4x+5= lim 32° = —o0
T——00 T——00 T——00
e lim f(z)= lim 32° —4x+5= lim 32° = +o0
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2 2
L =00 -3 = +00
3 3
1! + 0 — 0 +
61 +00
9 /

9 2\ ? 9 3 8 61
'f<_§>: (‘é) ‘4(‘5)”:‘5*5*5:3

9 2\ ? 9 3 8 29
c1(5)=3(5) 1 (5)ro=5-35=7

2. Déduisons la valeur du minimum de f sur [0; 4+o0].

2
D’apreés le tableau de variation précédent, sur 'intervalle 3 +00 [

: . 2 29
la fonction admet un minimum en 3 ayant pour valeur R

' 2 2 ..
On sait que [0; +00[C ]—g,—i—oo[ car —3 < 0 donc le minimum

de la fonction f sur l'intervalle [0; 400 est n
3. Conclusion:

Le minimum de la fonction f sur U'intervalle [0; +00] est 3"

29 29
Donc pour tout z € [0; +00], f(z) > 5 oy > 3.

On conclut donc que pour tout x € [0;+00], f(x) > 3.
D’ou pour tout z € [0; +oo|, 32° — 4z +5 > 3.

2

Soit la fonction f définie sur |1, +oo[ par
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flx)=a2*+2 -2/

1. Déterminons f'(z).
La fonction = +— 2 + z est une fonction polynome donc elle est
définie et dérivable sur R en particulier sur |1, +o00].
La fonction x — /z étant la fonction racine carrée alors elle est
dérivable sur |1, +o0l.
Par conséquent, la fonction f est dérivable sur |1, +o00[ comme
somme de deux fonctions dérivables sur I'intervalle |1, +o0].
Pour tout « € |1, 400,
Fla) =2 +1—2x ——
2¢/x
1
=2r+1——
VT
2. Etudions le signe de f'(x).

f’(:c):2:c+1—%.

Pour tout x € |1, 400,
l<ze 1<z

1
S —<1

Jz

1
S —1<——=<0

/z

1
SiI<]l——<«<1

/z

1
<:>2:1:<2:1:+1—ﬁ<2x+1

2 < flr) <2z +1

Or pour tout = € |1, +oo|, 2z > 0.
Ainsi, pour tout z € |1, 400, f'(x) > 0
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3. Dressons le tableau de variations de f.
Calculons d’abord les limites de f aux bornes de l'intervalle |1, +o0.

e lim f(z)= lim (z*4+2—2yx)= lim 2°=+00

T—+00 T—+00 T—+00
e f(1)=0
r |1 +00
+00
i
0

4. Donnons les extremums de la fonction f sur |1, +o00].
La fonction f n’admet qu'un seul extremum sur |1, +00].
C’est le minimum ayant pour valeur 0 qui est atteint en x =1

3
On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = 22% — Tz +8 et Cy
sa courbe représentative.

1. Déterminons f'(x).
La fonction f est une fonction polynome donc elle est continue et
dérivable sur R.

Pour tout z € R, f'(z) =42 — 7

2. Déterminons I’équation de la tangente 71" au point d’abscisse 1.
Ona: T:y=f(1)(x—1)+ f(1)
ff()=4x1—-T7T=-=3et f(1)=2x1>—-Tx1+8=3
DoneT:y=-3x—-1)+3T :y=-3x+3+3
Doul :y=—-3x+6

3. Soit g la fonction définie sur R par g(z) = —3x + 6.
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@l Déterminons 'expression de f(x) — g(z).

f(x) —g(x) =22* — T2 + 8 — (=3 + 6)
=222 —Tx +8+43x—6
— 237 — 4x + 2

b. Etudions le signe de f(z) — g(z).
Soit u(z) = f(x) — g(x) on a:
u(x) = 20° — 4o + 2.
La fonction u est une fonction polynome alors elle est continue
et dérivable sur R.
Pour tout z € R, v/(z) = 4o — 4.
La dérivée u'(x) s’annule pour x = 1
Donc on a le tableau de variation ci-dessous:

T —00 1 +00
u’ — 0 +
+00 +00
0

€4 Déterminons la position relative de Cy par rapport a la tangente
T.
D’apres le tableau de variation ci-dessus, 0 est le minimum de
la fonction f(x) — g(z) sur R.
D’ott pour tout x € R, f(x) — g(z) > 0.
Par conséquent la courbe représentative de f est au dessus de
la tangente 7.

4 -

On considére la fonction f définie sur R par f(z) =

—3r+1
202 — x4+ 1
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1. @8 Tracons la courbe représentative de f a l'aide d’un logiciel.

b.| Donnons par lecture graphique, les extremums de la fonction
f, ainsi que les valeurs de x pour lesquelles ils sont atteints.

e —1 est un minimum de f qui est atteint en 1.

e 1,3 est un maximum de f qui est atteint en —0, 3
2. @1 Déterminer f'(z).

(=3x+1)(22* —x+1)— (22° —z+1)(=3x +1)

/
fle) = (222 —z + 1)2
=322 —z+ 1) — (4o —1)(=3z+1)
N (222 —x 4+ 1)?
- =62+ 3z —3— (—122° + 4z + 3z — 1)
B (222 — x4+ 1)2
B —62% + 31 — 3+ 122% — To + 1
(222 — x 4+ 1)?
B 6% — 4o — 2
(222 — 2 +1)?
b. Etudions le signe (2ie f(x).
o 6z — 4dxr — 2
On a: f'(z) = 27—z P 1

On sait que pour tout z € R, (222 — x + 1)? > 0 donc f/(z) a
le signe du numérateur.
Etudions donc le signe de z — 622 — 4z — 2.
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Posons 62% — 4z — 2 = 0.

622 — 40 —2=0 32220 —1=0.

Soit A le discriminant de cette équation.

A= (=22%—403)(-1)=4+12=16 = 4°.

A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes :

2—4 1 244
xlz—:—getxzszl.
Faisons un tableau de signe.
1
r —00 —— 1 +00
3
f + 0 - 0 +

3
1
et pour tout x € ] —3 1 [, fl(x) <0

1
Ainsi, pour tout z € ] —00, —= [U]l, +oof, f'(x) >0

€¥ Dressons le tableau de variations de f.
Calculons d’abord les limites de f aux bornes de R:

—3 1 3 3
e lim f(z)= lim T him =2~ fm -2
T——00 T——00 23;'2 —x + 1 T——00 2332 r——00 20
3
Donc lim f(z)= lim —— =0
T—>—00 r——00 21
—3 1 3 3
e lim f(z)= lim T hm =2~ lim -2
T—+00 T—+00 2[172 —x+1 T—>+00 2;62 r—=+oo 21
3
Donc lim f(z)= lim —— =0
T——400 T—r+00 237

On obtient donc le tableau de variation ci-dessous:
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()

d. Confirmons ou infirmons les valeurs des extremums trouvés a
la question 1.
D’apres le tableau de variation ci-dessus, nous confirmons que
la fonction f admet un minimum en 1 ayant pour valeur —1.
Puis nous confirmons en apportant plus de précision aux valeurs

que la fonction f admet un maximum en —3 ayant pour valeur

9

7
5:

1. Donnons le prix qu’on devrait appliqué par oftfre pour que le chiffre
d’affaires soit maximal.
La fonction f étant une fonction polynome alors elle est continue
et dérivable sur R en particulier sur l'intervalle [1;3] et pour tout

r e [1;3], fllr) =2x+ 2.

La fonction f/(x) s’annule pour = —1 et on a le tableau de signe
ci-dessous:

x| 1 3

1o

Ainsi pour tout x € [1, 3], f/(z) > 0.
Par conséquent, la fonction f est strictement croissante sur [1, 3].
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La fonction f étant définie et strictement croissante sur l'intervalle
[1; 3] alors le prix qu’on devrait appliqué par offre pour que le chiffre
d’affaires soit maximal est le prix x = 3.

Donc le prix a payer pour que le chiffre d’affaire soit maximal est
de 3 euros.

2. Donnons alors le chiffre d’affaires maximum.
Le chiffre d’affaire maximum est la valeur de f en centaine d’euros
lorsque x = 3.
Ainsi, f(3) =(3)*+2x3=9+46 = 15.
D’otu le chiffre d’affaire maximum est de 1500 euros.
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