Chapitre 5: Dérivation et études de fonctions

DERIVATION ET ETUDE DE
FONCTIONS

CORRECTION DES EXERCICES

ETUDE DE FONCTIONS
1:

Soit la fonction f définie par :
3 —bw
f(z)

T+ 2

1. Déterminons le domaine de définition de f.
Soit D le domaine de définition de la fonction f.
D={xeR/2x+2#0}
Posons 2z + 2 = 0.
20 +2=0&22r=-20=—1.
Dot D =] — oo, —1[U] — 1, +00]|

2. Déterminons la fonction dérivée de f en précisant son domaine de
dérivabilité.
Le numérateur et le dénominateur de la fonction f sont des fonc-
tions polynomes, donc elles sont continues et dérivables sur R en
particulier sur D.
De méme le dénominateur de la fonction f ne s’annule pas sur D.
Alors, la fonction f est dérivable sur D comme quotient de deux
fonctions dérivables sur D et dont le dénominateur ne s’annule pas

sur D.
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Pour tout = €] — 0o, —1[U] — 1, 400 on a:

(3 —5x)(2x + 2) — (2x 4+ 2)'(3 — bzx)

flw) = (27 + 2)?
;o —9(2x+2) —2(3 — 5z)
flw) = (2z + 2)?
=10z =10 -6+ 10z
B (2x 4 2)?
. —16
fiz) = (22 +2)
P (6
Don f(z) = 5oy
3. Etudions le signe de f".
P (¢
F@) = Gagae

On sait que pour tout z €] — oo, —1[U] — 1, +o0[, (22 +2)* > 0 donc
f'(x) a le signe du numérateur.

Or pour tout z €] — oo, —1{U] — 1, +00[, —16 < 0, donc f'(z) < 0.
D’ou f/(x) < 0 pour tout x €] — oo, —1[U] — 1, +00]|

4. Déduisons le tableau de variation de f.
Calculons d’abord les limites de f aux bornes de son domaine de

définition.
3—09 —9 5)
e lim f(z)= Ilim C = lim = 2
T——00 r——00 20 + 2 r——00 21 2
3—5 -5 5!
T—>+00 r—+o00 20 + 2 x40 21 2
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e lim f(x)
r——1
<
. . 3—dx
< <
1
= lim (3 —5z) x lim
rz——1 r——121 + 9
< <
=8 X —00
= —00
o lim f(x)
rz——1
>
: . d—ox
$£II_11 f(ﬂf) a :Eli)H_ll 20 + 2
> <
1
= lim (3 —5x) x lim
r——1 r——12x + 2
> >

= 8 X +00
= 400

On obtient donc le tableau ci-dessous:

T 00 —1 +0og
f'(x) - -
_? +00
NG I -
— 50 9

5. Tracons la courbe représentative de f sur I’écran de la calculatrice.
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2
Soit la fonction f définie par :

f(z)

'+
=
1. Déterminons le domaine de définition de f.
Soit D le domaine de définition de f.
D = {x e R/2x # 0}
Donc D = R*

2. Déterminons la fonction dérivée de f en précisant son domaine de
dérivabilité.
Le numérateur et le dénominateur de la fonction f sont des fonc-
tions polynomes, donc elles sont continues et dérivables sur R en
particulier sur D.
De méme le dénominateur de la fonction f ne s’annule pas sur D.
Alors, la fonction f est dérivable sur D comme quotient de deux
fonctions dérivables sur D et dont le dénominateur ne s’annule pas
sur D.
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Pour tout x € R*,
(2 4+ 1) (22) — (22)'(2* + 1)

/ —_
22 X 20— 2(z® + 1)
B 42
B 4a? — 22% — 2
B 42
B 272 — 2
42
2 —1
/ _
3. Etudions le signe de f'(z).
, 2 —1
On sait que pour tout z € R* 2z* > 0 donc f(x) a le signe du
numérateur.

Posons 22 — 1 = 0.
”?—-1=0r’=1r=1oux=—1
Faisons un tableau de signe:

-1 + 0 - 0 +

Ainsi, pour tout x €] — 0o, —1[U|1, +oo[, 2 — 1 > 0

et pour tout z €] —1,1[, 22 —1 < 0

On conclut donc que: pour tout « €] — oo, —1{U]1, +o0], f'(z) > 0,
pour tout x €] — 1, 1] f'(x) <0, et f'(—=1)= f'(1) =0

4. Déduisons le tableau de variation de f.
Calculons d’abord les limites de f aux bornes de son domaine de
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définition.
2 1 2
e lim f(x)= lim vl im — = lim = = —o0
T——00 T——00 €T r——00 20 r——00 2
2 2
: oo+ . x R
AR = A e T ey T e T
li =i I2+1—1' (2+1)><1' = 1X =
< < < <
2
: o+l 1
PRI = T T 5y T oo = e
> > > >
T 00 —1 0 1 +0o0
f! + 0 - - 0 +

1N N

5. Tracons la courbe représentative de f sur I’écran de la calculatrice.
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Exercice 3:

Soit la fonction f définie sur R par :
flx)=a+2* -2

1. [@y Tracons la courbe représentative de f sur ’écran de la calcula-
trice.
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b.| Donnons le signe de la fonction f sur R.
On a: f(1) =0.
Pour tout z €] — oo, 1| la courbe représentative de f est en
dessous de 'axe des abscisses donc f(z) < 0.
Et pour tout x €|1,+00[ la courbe représentative de f est au
dessus de I'axe des abscisses donc f(z) > 0.

2. Déterminons la fonction dérivée f' de f et dressons le tableau de
variation de la fonction f.
La fonction f est une fonction polynome donc elle est continue et
dérivable sur R.
Pour tout z € R, f(x) = 32% + 2x.
Dressons le tableau de variation de f.
Posons f'(z) = 0.

fllz) =032 +22 =0
S rxBr+2)=0

Sr=0o0uzx=——

3
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Dressons en méme temps le tableau de signe de f'(z) et le tableau
de variation de f:

Calculons les limites de f aux bornes de R

e lim f(x)= lim (2 +2*—-2)= lim 2°=—o0
T——00 T——00 T——00

e lim f(z)= lim (2’ +2°—2)= lim 2°=+c0
T—r+00 T—+00 T——+00

e f(0)=0"+0*—2=-2

2 2\ * 2\ ? 8 4
cr(5)=(55) #(55) 2z

f(_g)  8+12-54 50

3 27 27
On obtient donc le tableau ci-dessous.
2
T =00 0 —3 +09
f + 0 - 0 +
—9 +00
f / \ 50 /
— 00 T 97

3. Déduisons le signe de la fonction f.

D’apres le tableau de variation obtenu a la question précédente, on
a:

e Pour tout z €] — 00,0}, f(x) € — o0, —2] c’est-a-dire f(z) < -2
donc f(z) < 0 pour tout z €] — 00, 0).

2 50
e Pour tout z € [O, ——], f(z) € [—2, ——] c’est a dire =2 <

3 27
flx) < ~ o7
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2
Donc f(x) < 0 pour tout = € [O, ——]

2
e Sur l'intervalle ]—g, —I—oo[ S ]—— —i—oo[ donc il existe
2
un réel oz] —3 +00 [ tel que f(a)

Constate que f(1)=0et 1 € ] —%, +oo[ donc a = 1.
Par conséquent:

Pour tout x € —g, 1 [ flz) <0

Pour tout x € |1, +o00[ f(x) > 0

En somme:
Pour tout = € |—o0, 1|, f(x) < O et
Pour tout x € |1, +oo[ f(z) >
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