COURS GALILEE

Chapitre 5: Dérivation et études de fonctions

DERIVATION ET ETUDE DE FONCTIONS

CORRECTION DES EXERCICES

DERIVATION GLOBALE:

1:

Déterminons dans chacun des cas, I’ensemble de dérivabilité de la fonction
et calculons sa dérivée.

1. f:x—at+2
La fonction f est une fonction polynoéme alors elle est continue et dériv-
able sur R. Ainsi, pour tout x € R, f'(x) = 423

2. g:x— =3+ V7
La fonction g est une fonction polynome alors elle est continue et dériv-
able sur R. Alors, pour tout z € R, ¢'(z) = —3.

3. h:xr 3Vbx+3
La fonction h est une fonction polynome alors elle est continue et dériv-
able sur R. Alors, pour tout x € R, h/(z) = 3v/5.

4. k- x— 322 —3xr+2
La fonction k est une fonction polyndme alors elle est continue et dériv-
able sur R. Alors pour tout z € R, k/(z) = 3 x 22 — V3
Doi, k'(x) = 62 — /3

2

Déterminons dans chacun des cas, I’ensemble de dérivabilité de la fonction
et calculons sa dérivée.
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1. f:x— 3z
La fonction racine carrée est définie sur [0, 00| mais n’est dérivable

que sur l'intervalle |0, +o0].
D’ott la fonction f est dérivable sur I'intervalle |0, +o00].

Alors, pour tout x € ]0,4o00[, f'(x) =3 X (V&) =3 X 7
Dion () = 5=

2+ 1

2. g . —
Le dénomiricateur de la fonction g s’annule pour x = 0 et le numérateur
est définie sur R, ainsi la fonction g est définie sur R*.

La fonction g étant une fonction rationnelle alors elle est continue et

dérivable sur son domaine de définition.
(2 + 1)z — 2/ (2* + 1)

Alors, pour toutz € R*, ¢'(z) =

72

20 x ¥ — 1 x (22 +1)

— p
20 — 2 — 1

_ =
2 —1

=

;. r? —1
Dlow, g'(z) = —
2t — 3
3. h:t— — 2t + 2.

2t — 3 2 2
h(t) = ; —2t+2:§t2—1—2t+2donch(t):§t2—2t+1.

La fonction h est une fonction polynéme donc elle est continue et dériv-

able sur I’ensemble R. A
Alors, pour tout t € R, h/(t) = §t — 2.

4
D7Ol\l ]’L,(t) = gt — 2
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2
4. k:sr> -5 —2s>—s
La fonction k est une fonction polynéme, donc elle est continue et
dérivable sur R. 5
Alors, pour tout x € R, k’(s):§ X352 —2x2s—1=s>—4s5s—1
Dot K'(s) = s* —4s — 1
3
Déterminons dans chacun des cas, 'ensemble de dérivabilité de la fonction,

puis calculons sa dérivée.
5T + 3

T —2
Le dénominateur de la fonction f s’annule pour x = 2 et le numéra-

teur est définie sur R donc la fonction f est définie sur l'intervalle
|—00, 2[U]2, +0o0].

f étant le quotient de deux fonctions polynomes alors elle est dérivable
sur son domaine de définition |—o0, 2[U]2, +0o0].

Alors, pour tout xz € R,

bz +3)(x —2) — (x — 2)'(5x + 3)

1. f:x—

f/(33>: (x_Q)Q
B 5(x —2) — 1(bx + 3)
(x — 2)?
o —10—5x -3
(z —2)?
13
(2 —2)2
—13
D7Oﬂ7 f/( >_ (ZE-Q)Q
—3x? 20— T
2. g — 57 — 9

Déterminons le domaine de définition de la fonction g.
Soit D, le domaine de définition de g.
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D, ={z e R/2z — 2 #£0}.
Posons 2z — 2 = 0.
20 —2=0&2—-1=0
Sa=1
On en déduit donc que D, =] — 00, 1{U]1, +00].

g est une fonction rationnelle, alors elle est dérivable sur son ensemble
de définition D).

Et pour tout x € D, =] — 00, 1{U]1, 400,
, (=322 +22 — 7)(2x — 2) — (20 — 2)'(=32® + 22 — 7)
g(z)= 2r = 2
(=6 +2)(2z —2) — 2(=3z% + 22— 7)
B (22 — 2)2
1207+ 12z + 4o — 44 62° — 4z + 14
B (2r — 2)2
=62+ 122+ 10
(22 —2)?
. —622 + 122 + 10
Do, ¢'(x) = 2r — 2]

3. h:x—=3—-2x+5yx+1
Posons u(z) =3 — 2z et v(z) =5V + 1
Etudions la dérivabilité de la fonction v.
La fonction x — x + 1 est continue et dérivable sur R comme étant
une fonction polynome.
Cherchons les x pour lesquels z +1 > 0.
Posons x + 1 = 0.
r+1=0&2=—1.
Faisons un tableau de signe.
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r =00 —1 +0o0

r+1 — 0 +

Ainsi,pour tout x € |—1, 400, x +1 >0

Par conséquent, la fonction v est dérivable sur I'intervalle x € |—1, +00].
Par ailleurs, la fonction u est dérivable sur R en particulier sur |—1, +o0]
comme étant une fonction polynome.

On conclut donc que la fonction h est dérivable sur Uintervalle |—1, +00]
comme somme de deux fonctions dérivables sur cet intervalle.

Alors, pour tout x € |—1, 400,

h(z)=(3-2z)+ (BvVa+1)
(z+ 1)

2V +1
1
2vVr +1

= —24+5H X

= —24+5H X

5
2V +1

—T7x% + 14 — 12
4. k:x— :I:—i—2x

—T7x% + 14x — 12 7
On a: v :—§x2+7x—6.

La fonction k est une fonction polynome alors elle est continue et dériv-
able sur R et pour tout x € R, k'(z) = —7x + 7.
Don K (z)=—-Tx +7
4 :
Soient u, v, w et z des fonctions définies pour tout réel x strictement

Dot I(z) = —2+

positif, par :
u(r) = —3x+4 v(z) =1+ /x,
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w(zw) = 23 — 2* et 2(x) = ——

1. Déterminons la dérivée de chacune des fonctions u, v, w et z.
o u(r) = —3x+4 donc u'(z) = —3

e v(z) =1+ +/x donc v'(x) = %

o w(r) = 2> — x? donc w'(x) = 32° — 2
2
o 2la) = —
On a: z(z) = —2 x — alors 2/(x) = =2 % _—1 — 3
' 5 x R
D’ou 2/(x) = -

2. Donnons l'expression des fonctions f, g et h.

o [ =3w+u
flx)=3(2® —2%) — 3z +4
D'ou f(z) = 3z® — 32% — 3z + 4.

1
og:u—§z+20

1/ 2
g(a:)=—33:+4—§ (—;) +2(1 + /)
1
=3 +4+—-+2+2/x
i

1
= -3x+2yx+~+6
i

1
Dot g(z) = =3z + 2¢/z + —+6
T
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o h = —
2w
—(—3z +4)
h
() 2(x3 — x?)
 3x—4
273 — 222
. 3r—4
Do) =50 g0

Déterminons leurs fonctions dérivées.

o f(x)=32% —32° — 3z + 4.
fl(x) =3 x32% -3 x 22— 3
D'ou f'(x) = 92* — 6z — 3

1
og(:ﬁ):—3w—|—2\/§—|—;+6
g’(:z:):—S—i—QXL—i
2/x  a?
1 1
Dot ¢'(z) = -3+ —=— =
N 2

3r —4

S Y

3z — 4) (223 — 22%) — (223 — 222) (32 — 4)

B(z) = (

(223 — 222)?

- 3(22° — 22%) — (627 — 4x)(3x — 4)
B (223 — 222)?
62 — 62 — (1827 — 242 — 1227 + 16x)
B (223 — 222)?
62 — 6z* — 18z% + 362 — 16z

(223 — 222)?
B —1223 + 302* — 16z
B (223 — 222)?
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—122% + 302% — 162
(223 — 222)?

Dot I(z) =

3. Déterminons la dérivée de chacune des fonctions suivantes.

e kx> 3x—2
k/(l’) . (3:[3—2)/

/31 —2
3

23z — 2

3
20/ 3x — 2

oz (3x —2)?

Dot K(z) =

I'(z) =2 x 3z —2)'(3z — 2)

=2 X 3(3z —2)
= 6(3x — 2)
= 18z — 12
D’ou l'(z) = 18x — 12
1
e M . T +
32 —2
b —(3z% —2)
M) = 5y
B —06x
(322 —2)2
.. —6x
D ou m’(ac) = m
5:

On considére une fonction f définie sur R par :

f(x) = (bx — 3)(—2x + 7).
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1. Donnons les fonctions u et v telles que f = uw.
f est le produit des fonctions u et v donc par identification on obtient:
u(x) =br —3etv(r)=—-2x+7
2. Calculer les fonctions dérivées u’ et v'.
u(z) = bx — 3 donc u'(x) =5
v(x) = —2x + 7 donc v'(x) = =2
3. Déduisons la fonction dérivée de f.
f(z) = u(zx)v(x) donc f'(z) =/ (z)v(r) + v'(x)u(x)
Alors f'(x) = 5(—2x+7)—2(5x—3) = —102+35—10x+6 = —20x+41
D'on f/(x) = —20x + 41
4. Développons I'expression de f puis retrouvons le résultat précédent.
f(z) = (5 — 3)(—2x +7)
= —102° + 35z + 6z — 23
f(x) = —102* 4 412 — 23
L’expression développer de f est f(x) = —102? + 41z — 23 et on a:

fl(z) =—10 x 22 + 41 = —20x + 41
Dot f'(z) = —20x 4 41

0 :
On considére une fonction f définie pour tout x non nul par:
2
—x° 4+ 2
flz) = -
x

u
1. Donnons les fonctions u et v telles que f = —.

v
f est le quotient de la fonction u par la fonction v donc par identifica-
tion on obtient :
u(z) = —2>+2etv(z) =x

2. Calculons les fonctions dérivées u' et v'.
u(x) = —2® + 2 donc v/(x) = —2x et
v(x) = x donc V'(x) =1
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3. Déduisons la fonction dérivée de f.

28] e iy — V)~ Euts)

+2) =2 22
Alors f'(z) = ) v —|—23:'

—2rxxr—1X(—x

, 2 x
—xc — 2
’ sl .
D’ou f'(x) = — 3
7 :
Déterminons la fonction dérivée de chacune des fonctions ci-dessous en

précisant le domaine de définition et de dérivabilité.

1. f(x) =5z +2x — 2
La fonction f est une fonction polynéme donc elle est continue et dériv-
able sur I'ensemble R et pour tout x € R on a: f'(z) = 10z + 2

5
2. g(z) = o

Le dénominateur de la fonction g s’annule pour x = 0 et le numérateur
est définie sur R donc la fonction g est définie sur I’ensemble R*.

g est une fonction rationnelle, alors elle est continue et dérivable sur
son domaine de définition R* et pour tout x € R* on a:

5 -1 5
Y0 =5 % 2 =5
D7 \ / —
Oug(aj) 21,2

3. h(z)="7V2z
On a: h(z) = 7V2zx = 7TV2 x /T
La fonction racine carrée est définie sur 'intervalle [0, +o0[, mais n’est
dérivable que sur I'intervalle |0, 400
Par conséquent, la fonction h est dérivable sur l'intervalle |0, +o0] et
pour tout x €]0, +oo[ on a: ; ;

()_N§X2f ixvi v

Dot h(z) = —.
\/23;
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4. u(r)=2x—Tvr—1
La fonction x — /& — 1 est définie sur l'intervalle [1,+oo[ mais est
uniquement dérivable sur U'intervalle |1, +o00[ et la fonction x — 2z est
continue et dérivable sur R en particulier sur 'intervalle |1, +oc0].
On en déduit donc que la fonction u est dérivable sur I'intervalle |1, +o00|
comme somme de deux fonctions dérivables sur cet intervalle.
Alors, pour tout x €|1, +00|,

(x — 1) 7
o) =2 —Tx P o L
w(z) 2\/@;1 oz —1

) N /
Dot v/(x) =2 =T
5. v(r) = 2% — 3z + /3x — 2
Déterminons le domaine de définition de la fonction x — +/3z — 2.
Soit D ce domaine de définition.
D={rxeR/3x—2>0}
Posons 3x — 2 = 0.

2
3r—2=0&x = 3
Faisons un tableau de signe de z +— 3z — 2
2
T 00 = +0Q
3
3r — 2 — 0 +

2
Ainsi, pour tout x € [g, +00 [, 3r—22>0.

2
Par conséquent, D = lg, +00 [

La fonction & — /32 — 2 est une fonction racine carrée donc elle est

2
définie D mais n’est dérivable que sur l'intervalle ] 3 +00 [
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2

Par ailleurs, la fonction x — z* — 3x est une fonction polynome

donc elle est continue et dérivable sur R en particulier sur l'intervalle
2
—,+00|.

2
On conclut donc que la fonction v est dérivable sur 'intervalle 3 ~+00 [

comme somme de deux fonctions dérivables sur cet intervalle.

2
Alors, pour tout x € 1 +o0| on a:

3
V(r) =220 — 34+ ——.
() 2\/3x—23
Douv'(z) =22 — 34+ ——.
() 24/ 3x — 2

6. w(x) 2x
Cw(xr) = —axm — —
VT

La fonction w est une fonction polynéme donc elle est continue et

2
dérivable sur R et pour tout x € R on a: w'(z) = —7m — —.

V7
8 :

Déterminons la fonction dérivée de chacune des fonctions ci-dessous en

précisant le domaine de définition et de dérivabilité.

1. f(x)= (22 —3)°
La fonction f est une fonction polynome donc elle est définie et dériv-
able sur R et pour tout € R on a:

f'(z) =52z — 3) (22 — 3)*
=5 x 2(2z — 3)*
=10(2z — 3)*
D'ou f'(x) = 10(2x — 3)*

2. g(x) = (4 —22)(2® — 22 +5)
La fonction ¢ est le produit de deux fonctions polynomes donc g est
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définie et dérivable sur R comme produit de deux fonctions définies et
dérivables sur R.
Alors, pour tout z € R

g (z) = (4 —2z)(2* — 22 +5) + (4 — 22)(z* — 22 + 5’
= —2(x* — 2z +5) + (4 — 27)(2z — 2)
= 20"+ 4 — 10+ 8z — 8 — 4o* + 4x

— —62% + 162 — 18
D'ou ¢'(x) = —62° + 162 — 18
3x2 —1
3. h —

Le numérateur de la fonction h est définie et dérivable sur R, de plus
le dénominateur de la fonction A est définie et strictement positif pour
tout x € R.

D’ou la fonction h est définie et dérivable sur R comme quotient de
deux fonctions définies et dérivables sur R dont le dénominateur ne
s’annule pas.

Alors, pour tout = € R,

(322 — 1) (z*+1) — (22 + 1) (32* — 1)

h(z) =
) (22 + 1)
 bx(x® + 1) — 2z(32* — 1)
B (22 +1)?
 62% + 62 — 62° + 22
B (22 + 1)
8
(22 + 1)2
.. 8T
D’ou h'(x) = m
122 —5
4. u(x) = Qx

Le dénominateur de la fonction u est une fonction polynéme sui s’annule
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3

pour x = — et le numérateur est aussi une fonction polyndéme donc la

3 3
fonction u est définie sur l'intervalle I = ] —00, 7 [ U ] 2 -+00 [

u est donc dérivable sur l'intervalle I comme quotient de deux fonc-
tions définies et dérivables sur I et dont le dénominateur ne s’annule
pas.

Alors, pour tout x € I,

(122 — 5)'(2x — 3) — (2 — 3)' (122 — 5)

u'(z) =
(22 — 3)?
12(20 — 3) — 2(122 — 5)
(22 — 3)?
24z — 36— 24z + 10
B (22 — 3)?
-2
- (20— 3)2
A
Dot v/(x) = 232
5. v(z) = z? +2x — 3
3r — 0

Le dénominateur de la fonction v est une fonction polyndéme qui s’annule
pour x = 2 et le numérateur est aussi une fonction polynome, donc la
fonction v est définie sur U'intervalle J = |—o00,2[U |2, +00].

v est donc dérivable sur l'intervalle J comme quotient de deux fonc-
tions définies et dérivables sur J et dont le dénominateur ne s’annule
pas.

Alors, pour tout € J,

(22 + 22 — 3)(3xz — 6) — (3x — 6)(2® + 22 — 3)

V(=) = (3z —6)?
(22 +2)(3z — 6) — 3(2* + 22 — 3)
B (3 — 6)2
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_6x2—12x+6x—12—3x2—6x—|—9

/
v(z) (32 — 6)2
B 322 — 122 — 3
(3x — 6)?
322 — 122 — 3
D’ou v'(x) = u ’
(3x — 6)?
4
6. w(r)=—
3 —dx
Le dénominateur de la fonction w est une fonction polynome qui s’annule
3
pour & = - et le numérateur est aussi une fonction polynome, donc la
3 3
fonction w est définie sur l'intervalle K = ] —00, 1 [ U ] 7 +00 [

w est donc dérivable sur l'intervalle K comme quotient de deux fonc-
tions définies et dérivables sur K et dont le dénominateur ne s’annule
pas. Alors, pour tout x € K, on a:

by —(3 — 4x)
w'(z) =4 X ETSE
4
ERCEEEE
16
- (3 —4x)?
o N 16
Douw(a:)—m
9:

Déterminons le sens de variation de chacune des fonctions ci-dessous sur le
domaine indiqué.

1
L. filz) = 57 — 9

Le dénominateur de la fonction f; est une fonction polyndome qui est

pour tout x €]1; +o0.

dérivable et ne s’annule pas sur U'intervalle |1; 4+00].
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Ainsi, la fonction f est dérivable, comme l'inverse d'une fonction dériv-

able et qui ne s’annule pas sur |1; 4o0|.
2

. /

zi‘xlors, pour tout x €]1;+o0, fi(z) = oo
Etudions le signe de f{(x):

/
filz) = 2z 22
On sait que pour tout x €]1;+o00[, (22 —2)*> > 0 et 2 > 0 donc
fi(z) > 0 pour tout = €]1;+o0].
Par conséquent, la fonction f; est strictement croissante sur 'intervalle
|15 4+00]

2. fo(x) = =3+/3x + 2 pour tout x €]0; +o0.
La fonction = +— 3x + 2 est une fonction polyndéme strictement positif
sur U'intervalle |0; +00].
Par conséquent, la fonction f5 est dérivable sur |0; +oo[ comme racine
carrée d'une fonction dérivable qui ne s’annule pas sur I'intervalle |0; +o00].
Pour tout x €]0; 4+o00[, on a:

3r +2)
o) = 3 x DL
f2x) 237 + 2
-3 %3
2/ 3x + 2

-9

o) = 5 e

Etudions le signe de fj(x):

) = s

On sait que pour tout x €]0; +o0[, 2v/3z + 2 > 0 donc f5(x) a le signe
du numérateur.

—9 < 0 donc pour tout z €]0; +00], fo(x) < 0.

D’ot la fonction f5 est strictement décroissante sur 'intervalle |0; +o0].

3. f3(z) = 32% + 5x — 2 pour tout x € R.
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La fonction f3 est une fonction polynéme donc elle est continue et
dérivable sur R.

Pour tout x € R, fi(z) = 62 +5

Etudions le signe de fi(x):

Posons fi(x) = 0.

fé(a:):0<:>6x+520<:>x:—g.

Faisons un tableau de signe:

5 D
Ainsi, pour tout z €] — oo, —6[, fi(z) < 0 et pour tout z €] — 5 +o9],
fi(z) > 0.

D’ou la fonction f3 est strictement décroissante sur l'intervalle

5
] —00, ~5 [ et strictement croissante sur l'intervalle ] et +00 [

4. fi(zr) = 2?45 pour tout x € R.
La fonction x — 22+ 5 est une fonction polynome strictement positive
sur I'ensemble R.
Par conséquent, la fonction f; est dérivable sur R comme racine carrée
d’une fonction dérivable qui ne s’annule pas sur I’ensemble R.
Pour tout x € R,

>+ 5)
2Vxe+5

B 2T
2vVri+5

, T
Tr) = ——
file) = =
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Etudions le signe de fi(x).

x
filw) =

i) r? 45

On sait que pour tout x € R, Va2 +5 > 0 donc fi(x) a le signe du
numeérateur.

Or pour tout = €] — 00, 0[, z < 0, donc fi(x) < 0

Et pour tout x €]0, +o0[, > 0 donc fi(z) > 0.

D’ot la fonction fy est strictement décroissante sur I'intervalle | — oo, 0]
et est strictement croissante sur l'intervalle 0, 4+o0.
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