Chapitre 1 : Polynome du second degré @GH%S GALILEE

POLYNOME DU SECOND DEGRE

INEQUATIONS DU SECOND DEGRE:

Exercice 1 :
Résolvons dans R les inéquations suivantes sans utiliser le discriminant.

1. 2z 4+1)(x—3)>0
Posons 2z +1)(x —3) =0

e +1)(zr—3)=0&2xr+1=00uz—3=0
<:>x:—§oux:3

Faisons un tableau de signe:

x —00 —1 3 +00
2
2¢ + 1 — 0 + +
r—3 — — 0 +
2z + 1)(x — 3) + 0 - 0 +

1
Ainsi, pour tout z € | —o0, -5 U3, +oo[on a (2x 4+ 1)(x — 3) > 0.

Par conséquent, I’ensemble solution de l'inéquation est l'intervalle:

] —00, —% [ U3, +o0]
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2. dx > 2+ 22
Qe >24 02 -2 4+4r—2>0 22 —4r+2<0

Posons 22 — 4z +2 =10

v —dr+2=0& (2 -2 —4+2=0
& (z—-27—-2=0
& (r—2)7 =

<:>$—2=\/§OUSL’—2=—\/§
(z)a::2—|—\/§oux:2—\/§

Faisons un tableau de signe.

x —00 2 — /2 2 ++/2 +00

x2 — 4 +2 + 0 — 0 +

Ainsi, 22 — 4z + 2 < 0 pour tout x € [2— \/5,24—\/5]
Par conséquent, I'ensemble solution de I'inéquation est 'intervalle:

2 - v2,2 4+ V2]
3. 16— (r—4)?<0
Posons 16 — (x — 4)* =0
16— (2 -4 =04 (r—4)*=0
Sd—-—z+4)d+2x—-4)=0
S8 —x)=0
Sr=0oux =2,

Faisons un tableau de signe:
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T —00 0 8 +00

16 — ( —4)2 - 0+ 0 -

Ainsi, 16 — (2 — 4)? < 0 pour tout x € ]—o00, 0] U [8, +o0]
Par conséquent, I’ensemble solution de I'inéquation est l'intervalle:
|—00,0] U [8, +o0]
4. —/502x —1)><0
On sait que pour tout x € R, (22 — 1) > 0
Ce qui équivaut a —\/5(2513 — 1) <0 car —/5 < 0
Par conséquent R est ’ensemble solution de I'inéquation.
5. —22° < bx
—2x% < bx & —22% — Sz < 0
Posons —22% — 5z =0

—22° —5r =0 —x(x+5)=0
Sr=0oux+5=0
Sr=0oux=-5

Faisons un tableau de signe:

T —00 —H 0 +00

—272 — by — 0 + 0 —

Ainsi,—22% — 5z < 0 pour tout z € |—o0, —5[ U |0, +o0]
Par conséquent, I’ensemble solution de I'inéquation est l'intervalle:
]—OO, _5[ U ]07 —|_OO[
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6. 222 — 2z >0
Posons 222 — v/2x = 0

20> = V2r =0 (20 —V2) =0
sr=00u2z—vV2=0
V2

Sr=00uz=—
i ou x 5

Faisons un tableau de signe:

+00

V2
2
0

202 — /2 + 0 — +

2
On considére les fonctions f et g définies sur R par :

flx) =222 — (34+V2)x +6v2 et g(r) = —2° + 3z — 2.

1. Déterminons les racines des fonctions f et g dans R.

o f(z) =222 — (3+V2)x +6V2
Soit A; le discriminant de I'équation 222 — (3 4 v2)x 4+ 6v/2 = 0
Ay = b* — dac
=[-8+ V2)? = 4(2)(6V?2)
=0+ 6v2+2—48V2
— 11 —42V/2
On sait que 11 < 424/2 done 11 — 42+/2 < 0 ainsi Ay < 0

A1 < 0 donc 'équation n’admet pas de solutions réelles.
Par conséquent, la fonction f n’admet pas de racines réelles.
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o g(x) = —2*+ 3w —2
Soit Ay le discriminant de 1'équation —z? + 3z —2 =10

Ay = b? — 4ac
=3 —4(=1)(-2)
=9-38
=1

Ay > 0 donc 'équation admet deux solutions réelles distinctes:

__b_\/AQ_—S—]__ _—b+\/A2_—3+1_
T] = = =2et 19 = = =1
2a —2 2a —2

Par conséquent, la fonction g admet deux racines distinctes: 1 et 2

2. Donnons le tableau de signes des fonctions f et g.

e Tableau de signe de f

X —00 +00

/() +

e Tableau de signe de g

g(x) — 0 + 0 —

3. Déduisons I'ensemble solutions des inéquations f(x) < 0 et g(z) < 0
dans R.

e Solution de l'inéquations f(z) < 0
A partir du tableau de signe de f précédent on a:
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f(x) > 0 pour tout x € R ainsi I'inéquation f(x) < 0 n’admet aucune

solution réelle.

Par conséquent, 'ensemble solution de I'inéquation f(x) < 0 est vide.
e Solution de l'inéquations g(x) <0

A partir du tableau de signe de g précédent on a:

g(x) <0 pour tout x € |—o0, 1] U [2, +00]

Dot I'ensemble solutions de l'inéquation g(x) < 0 est l'intervalle

|—00, 1] U [2, +o0]

3

On considere les fonctions u et v définies sur R par :

u(z) = 3x% + 7w + 5 et v(x) = —a® =20 +7
1. Déterminons si elles existent, les racines des fonctions v et v dans R.

o u(r)=32>+7x+5
Soit A; le discriminant de 1’équation 32% + 72 +5=10

Ay = b — dac
— 7% — 4(3)(5)
= 49 — 60
= —11

A1 < 0 donc I'équation n’admet pas de solutions réelles.
Par conséquent, la fonction u n’admet pas de racines réelles.

o v(r)=—a°—2x+7
Soit Ay le discriminant de 1'équation —z? — 22 +7 =10
Ay = b* — dac
= (—2)° = 4(=1)(7)
=44 28
= 32
= (4v2)”
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Ay > 0 donc 'équation admet deux solutions réelles distinctes:

b= VAy, 2—4V2

T = = —1+2v2et
2a —2
—b+ VA 24 44/2
2a —2
Par conséquent, la fonction v admet deux racines distinctes: —1—2+v/2
et —1 4+ 2¢/2

2. Donnons le tableau de signes des fonctions u et v.

e Tableau de signe de u

X —00 —+00

u(x) +

e Tableau de signe de v

T | —00  —1-2V2 —142y/2  +oo

v(x) — 0 + 0 —

3. Déduisons I'ensemble solutions des inéquations u(x) > 0 et v(z) < 0
dans R.

e Solution de l'inéquations u(x) > 0
A partir du tableau de signe de u précédent on a:

u(z) > 0 pour tout z € R.
Par conséquent, l'ensemble solution de l'inéquation u(x) > 0 est

I’ensemble R.
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e Solution de I'inéquations v(x) < 0
A partir du tableau de signe de v précédent on a:
v(z) < 0 pour tout € |—o0, —1 — 2v2] U [-1 + 2v/2, +o0]
D’ott I'ensemble solutions de 'inéquation v(z) < 0 est 'intervalle:
]—oo,—l —2\/§[U]—1—|—2\/§,+oo[

4 :
Résolvons dans R les inéquations ci-dessous.

1. 227 4+ 2 < 3z% — 42
2004 <3’ — 23 —42 -2 x>0 2P —x—42>0
Posons 22 — o — 42 =0
Soit A le discriminant de cette équation :
A= (=1)*—4(1)(—42) = 1 + 168 = 169 = 13*

A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes:

1—13 1+13
xlz—:—6etx2=+—:7

Faisons un tableau de signe:

T — 00 —6 7 +00

x2—x—42 + 0 — 0 +

Ainsi, 22 — 2 — 42 > 0 pour tout x € |—o0, —6[ U |7, +o0
D’ot I'ensemble solution de l'inéquation 2% 4+ z < 3% — 42 est:
| =00, =6[ U |7, +00|

2. 3x>2x2 —3r+4
3 > 202 —3x+4 e 2 —3x+4-3x<0 2 —-6x+4<0<&
2 —3x+2<0
Posons 22 =3z +2 =10
Soit A le discriminant de cette équation :
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A=(=32—4(1)(2)=9-8=1

A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes:

T — 00 1 2 +00

2 —3r+2 + 0 - 0 +

Ainsi 2° — 3z + 2 < 0 pour tout = € [1,2]
D’ou I'ensemble solution de I'inéquation 3z > 22* — 3x + 4 est [1, 2]

D
Résolvons dans R les inéquations ci-dessous en précisant les valeurs interdites

le cas échéant.

1. (x —3)(z* — 5z +6) > 0
Posons (z — 3)(z* — 5z +6) =0
(x—3)(2*—bx+6)=02—-3=00uz’?—-52+6=0
Résolvons les équations : ¢ —3=0et 22 =52 +6 =10
r—3=0&2r=3
Soit A le discriminant de 'équation 2> — 5z +6 =0
A= (=5)2—-4(1)(6)=2>—24=1

A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes:

5—1 5+1
331:—:2etx2:i:3

Faisons un tableau de signe:
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x —00 2 3 +00
x — 3 — — 0 +
2? — 5x + 6 + 0 = 0 +
(z—3)(2*—52+6) - 0 + 0 +

Ainsi (z — 3)(2® — 5x + 6) > 0 pour tout x € ]2,3[ U3, +o0]
D’ott 'ensemble solution de I'inéquation (z — 3)(x® — 5z + 6) > 0 est:
|2,3[ U3, +oo]

2. (2* = 1)(2* =T +6) <0
Posons (22 — 1)(2? — T +6) = 0
(2> = 1)(2*—Te+6)=02°—1=00uz?—Tx+6=0
Résolvons les équations: 2 —1=0et 2> =72 +6 =0
??—-1=0rx=1ouz=—1
Soit A le discriminant de 'équation 2> — 72 +6 =0
A= (=T7)*—4(1)(6) =49 — 24 = 25 = 5*
A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes :

7—5 7+5
x12—216t$22i26
2 2
Faisons un tableau de signe:
x —00 —1 1 6 +00
? — 1 + 0 - 0 + +
x? —Tr+06 + + 0 - 0 +
(22—1)(2*—Tz+6) + 0 — 0 — 0 +
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Ainsi pour tout z € [~1,6], (2% — 1)(z* — Tz +6) < 0
D’ou 'ensemble solution de I'inéquation (z* — 1)(z* — 7x + 6) < 0 est
[—17 6]

0 :
Résolvons dans R les inéquations ci-dessous en précisant les valeurs interdites

le cas échéant.

1. <2r—5
r—1
<2xr—5 — 2z —5H) <0
r—1"— o @x—l (x )_
2—(2x —H)(x —1
L2 Cr=5)e-1
r—1
2— (222 —2x -5 5)
- (2x T x+)§0
r—1
_ 92 _
20° + Tx 3<O
r—1 -

Etudions le signe des fonction z — 1 et —22% + 72 — 3
Posons ¢ — 1 =10

r—1=0&x=1

Posons —2x% + 72 — 3 = ()

Soit A le discriminant de cette équation.
A=T—4(-2)(=3) =49 — 24 = 25 = 57

A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes:
—7—95 —7+5 1
Iry = = J et To = =

— —4 2
Faisons un tableau de signe :
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x —00 1 1 3 +00
2
r—1 — — 0 + +
—2x% +7r — 3 — 0 + + 0 -
_ 92 _
20 4+ Tx — 3 L g — L0 —
x—1
—22% + Tx — 3 1
Alinsi, v < 0 pour tout z € [=, 1| U3, +o0]
r—1 2
D’ou I'ensemble solution de 'inéquation < 2x — 5 est:
x JR—
1
La valeur interdite de cette inéquation est le réel : 1
222 —3x — 5 o1
22 —2x+1
22° —3x — 5 202 —3x — 5
x x ! x x 10

> 1 =
22 —2r+1 22 —2x +1
20 —3x — 5 — (2% — 22 + 1)

< x2 —2x +1 >0
@2x2—3x—5—x2+23}—1>0
22 —2r+1
ey -
®x2—23§+1>0

Etudions le signe des fonctions 2> — x — 6 et 2> — 22 + 1

e Posons 22 —x — 6 =0
Soit A; le discriminant de cette équation
Ay = (—1)2 —4(1)(—=6) = 1 + 24 = 25 = 5°
A1 > 0 donc 'équation admet deux solutions réelles distinctes:
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1—-25 145
B= = etmy = =3
2 2

e Posons 2 =2z +1 =0
Soit Ay le discriminant de cette équation
Ag=(=22—4(1)(1)=4—-4=0
A1 = 0 donc I'équation admet une unique solution réelle:

.73():5:1

Faisons un tableau de signe:

x —00 —2 1 3 +09
2 —x—06 + 0 — - 0 +
r* —2x + 1 + + 0 + +
2 _
ror—0 + 0 — | - 0 +
2 —2x+1
2’ —x —6
Ainsi, o v 0 pour tout = € ]—oo;—Z[ U ]3, +00|
20" —3r — 5
D’ou 'ensemble solution de I'inéquation ‘ ‘ > 1 est:
x? —2x+1

|—o00, =2[ U |3, +0o0|
La valeur interdite de cette inéquation est le réel : 1
7
Résolvons dans R les inéquations ci-dessous en précisant les valeurs interdites
le cas échéant.

3 x
— <0
2r —1 2x—1)

1.
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3 T 6(x —1) —x(2x — 1)
— < <0
2r—1 2x—1) 22z — 1)(x —1) —
6 —6 —22% +
= <0
22z — )(x —1) —
—22% + Tx — 6

w1 ="

Etudions le signe des fonctions —2z% 4+ 72 — 6 et 2(22 — 1)(z — 1)

e Posons —22% + 7o — 6 = 0
Soit A le discriminant de cette équation
A= (T)*—4(=2)(—6) =49 —48 =1

A > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes:
—7—1 5 of —7+1 3
SR T4 2

e Posons 2(2x — 1)(z — 1) =0
1
2(23?—1)(:6—1):O<:>2£C—1:OOUCC—1:O<:>$:§OU$:1

Faisons un tableau de signe:

1 3
T — 00 — 1 — 2 +09
2 2
—22% + 7z — 6 — — -0 + 0 -
22z — 1)(x — 1) + 0 - 0 + + +
22> +Tx —6 B N 0 o+ o -
22z — 1)(z — 1)

—2x% + 7w — 6
22z — 1)(z — 1)

. 1 3
Alinsi, < 0 pour tout x € —00, 5 U1, 5 U |2, +00]
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3
D’ou 'ensemble solution de I'inéquation — <0 est :
2 —1 2(zx—1)
! U |l ) U [2, +o0]
—00, — — 00
I 2 Y 2 Y
Les valeurs interdites de cette inéquations sont : 7 et 1
20 — 10
2. >

—x?+ 42

2z — 10 Sl 2z — 10
—x?+ 42 —x?+ 42

—22 + 2 +2
20 — 10+ 2% —x — 2
=
—x? 4+ x+2
2?4+ x— 12
>
—2% + 2+ 2

Etudions le signe des fonctions 2% + z — 12 et —z> + 2 + 2

e Posons 22+ — 12 =10
Soit Ay le discriminant de cette équation
Ap=12—4(1)(=12) =1 +48 =49 = 7*
A1 > 0 donc I'équation admet deux solutions réelles distinctes:
T = _1_7:—4etx2: _1+7:3
2 2
e Posons —a° +2+2=0
Soit Ay le discriminant de cette équation
Apg=12—4(-1)(2)=1+8=9 =3
Ay > 0 donc 'équation admet deux solutions réelles distinctes:
—1-3 —1+3 1

T = - =2 et 19 = 5

Faisons un tableau de signe:
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T —00 —4 1 2 3 +00
r® +x — 12 + 0 - = - 0 +
—x? + T+ 2 — - 0 + 0 - —
2 _
- +x—12 _ 0 4 B L0 —
—x? 4+ 242
2 — 12
Ainsi, fa:;r—fx — > () pour tout = € ]—4,21[ U ]23[
D’ou I'ensemble solution de I'inéquation i > 1 est :
—x?+x+2
}_47 1[ U ]27 3[

Les valeurs interdites de cette inéquation sont: 1 et 2
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