Chapitre 6 : Fonction exponentielle @GH%S GALILEE

FONCTION EXPONENTIELLE

VARIATION DE FONCTION AVEC EXPONENTIELLE

Exercice 1 :

Considérons la fonction f : x +— 2e* — 2x + 3, définie et dérivable sur R.

1. Déterminons la fonction dérivée de f.
Pour tout = € R, f'(x) = (2¢*) — (2z — 3)’
D’ou f'(z) = 2¢* — 2

2. Etudions le signe de /() sur R en faisant un tableau de signe.
Posons: f'(z) =0
fllx)=0<=2"-2=0<=e"=1<=2=0
Faisons un tableau de signe:
Ona:r<0<=el <<= <l=s e’ —1<0+=2"-2<0
Etr>0<¢=e">1<=e"-1>0+=2"-2>0

x —00 0 400

f'() - 0+

3. Déduisons le tableau de variation de f sur R. Calculons les limites de f au

borne de son domaine de définition.
2e” 3
o lim (2¢" — 2z +3) = lim x(i—Q—l——) = +00

T—+00 T—+00 X L
x

Car lim = +ooet lim e—=+oo

r——400 r—400 I
Donc lim f(z) = +o0
T—>+00
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e lim (2¢" —2x+3) = 40

T——00

Car lim e =0et lim (—2z+3) =400

T——00 T——00
D’ou lim f(z)= 400
T——00

o f(0)=2e"—2x0+3="5

On obtient donc le tableau de variation ci-dessous:

x —00 0 “+00
f(z) - 0+
+00 +00

4. Donnons I’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse 0.
Soit (T') cette tangente.
(1) =y = f(0)(x = 0) 4 f(0)
Ona: f/(0)=2e"—2=0¢et f(0) =2e"—2x0+3=5
Donc (T) :y =0z +5
Dou (T):y=5

)
2

Considérons les fonctions

3r—2 2r—5

u:x e etv:x— e ,
définies et dérivables sur R.
1. Déterminons la fonction dérivée de :

o u(x)
Pour tout » € R, v/(z) = (3x — 2)/e3772 = 3372
D’ou v/(z) = 332

o v(1)
Pour tout € R, v/(x) = (=22 — 5)/e 7275 = —2¢ 72475
Dot v/(z) = —2e 72277

2. Etudions les signes de chacune de ces dérivées sur R.
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e Signe de u/(z)
Pour tout z € R; €3*72 > 0 donc 3e3*72 > 0
D’ott pour tout z € R; v/(x) > 0

e Signe de v'(x)
Pour tout z € R; e72*75 > 0 donc —2e 27> < (
D’otl pour tout z € R; v'(z) < 0

3. Déduisons le tableau de variation de u et celui de v sur R.

e Tableau de variation de u
Déterminons les limites de u aux bornes de R

lim u(z) = lim ¥ 2 = +4o0
T—>+00 T—>+00
car lim (3z —2) =+ooet lim e’ = +o0
T—r+00 T—r+00
Dou lim wu(x) = 400
T—>+00
lim u(z) = lim ¥ 2 =0
T——00 T——00
car lim (3x —2) = —ococet lim e =0
T——00 T——00
Dou lim u(z) =0
T——00

On obtient donc le tableau de variation ci-dessous:

z —00 +00
u'(x) +
+00
ug) |

e Tableau de variation de v
Déterminons les limites de v aux bornes de R

lim v(z) = lim e 2> =0
T—+00 T——+00
car lim (—2z —5) = —ocoet lim e* =0
T—>+00 T——00
Dot lim w(z) =0
T—+00
lim v(z) = lim e 275 = +c0
T——00 T——00
car lim (—2x —5) =+ooet lim e’ = +o0
T——00 T—+00
Do lim wv(z) = +o0
T——00
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On obtient donc le tableau de variation ci-dessous:

T —00 +00
v'(z) -
v(a:) +00 — .

4. Détermine les coordonnées du point d’intersection de la courbe représentative
de u et de celle v.
Soit A(x1,y1) un point d’intersection de la courbe représentative de u et de
celle de wv.
L’abscisse du point A vérifie 'équation u(x;) = v(xq)

u(z)) = v(r)) = 172 = 270
< 3r1—2=—-211—95
<— d1r1 = -3

3
e T = —g
5 19
En plus, on a: y; = X582 =¢ 5
19
(37
Doun A —=,e 5
5
3
62334-5
On considére la fonction f : x — ——, définie et dérivable sur R*.
x

1. Déterminons la fonction dérivée de f.

2x+5/>< 2 _ 2’)( 2245
Pour tout x € R*, f/(x) = () xa® — (a7) x e

(22)?
2 2 2x+5 2 2z+5
Donc f'(z) = re 7 e
2 ( 133 2z+5
— e
D'ou f'(z) = i 1
h

2. Donnons le tableau de signes de cette dérivée sur R*.
De ce qui précéde, pour tout x € R*, on a:
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2 -1 2z+5 2z+5
T =D 1) x €

2x+5

f'(x) =

Or pour tout x € R*,

X

>0

4
Ainsi f'(z) a le signe do 7 2e(z — 1)
Posons 2z(z — 1) =0
2e(r —1)=0<=zx=0o0ux =1
Faisons un tableau de signe:

z —00 0 1 +00
2u(z - + - 0+
1)

Ainsi, pour tout x € |—o0,0[U]1, 4+o0], f'(z) > 0,
pour tout = € |0, 1[, f'(z) <0
et pour x =1, f'(1) =0

3. Déduisons le tableau de variations de f sur R*.
Calculons les limites de f aux bornes du domaine R*:

62x+5
On a: lim = +00
T—+00 .I’Z
Donc lim f(z) = +o0
r—+00
62x+5 1
On a: lim — = lim e2*+d x — =0
T—=—00 T T——00 T
car lim €%t =0et lim — =0
T——00 T——00 T
62;10—1—5
On a: lim = +00
fL'—>0> 372
car lim e®*t5 =¢® et lim — = 40
CL'—)O> 1'—>0> xQ
62z—|—5
On a: lim = +00
I'*)O> aj2
car lim €%t = ¢ et lim — = +00
.’I;%O< $—>0< i
62><1+5
Et on a: f(1) = T e’ On obtient par suite le tableau de variation
ci-dessous:
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x —00 0 1 +00

f'(x) + -0+
too|[+ +

I

4. Donnons une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse —1.
Soit (T') cette tangente.

(T) -y = f(=1)(@+1) + f(=1)

e2x(=1)+5 5
On a: f(—l):W:e
_2(_1 _ 1)62x(—1)—|—5 ;
et f/(—1) = 1) = 4e
Donc (T) : y = 4e*(x + 1) + €* = 4e3x + 5e?
Dou (T) : y = (4o + 5)e?
4.

Déterminons la fonction dérivée et donnons le sens de variation de chacune des
fonctions suivantes sur l'intervalle I indiqué.

1. gi(z) =xe*® —1sur [ =R.
Pour tout z € R,on a :
gi(z) = ¥ + 2xe*®
D'ou g;(x) = (2x + 1)e*
Etudions le signe de g (z)
Pour tout = € R, €** > 0 donc ¢ (z) a le signe de z — 2z + 1.
Posons 2z +1 =0

M+1:O¢¢x:—§

Faisons un tableau de signe de z — 2z + 1

2+ 1 — 0 +
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1 1
Alinsi, pour tout x € ] —00, —§[,2x+1 < 0 et pour tout x € ] 5 +oo[,2x+
1>0.

1
Par conséquent, g; est strictement décroissante sur l'intervalle ]—oo, —§[ et

1
strictement croissante sur l'intervalle ] —3 400 [

2. go(z)=x—5+¢€"sur [ =R,
Pour tout z € R; on a:
gow) =1+¢"
Etudions le signe de g)(x)
Pour tout z € R; 1+4+e€* >0
Donc pour tout x € R; g(x) > 0
Par conséquent go est strictement croissante sur R

T

3. gs(z) = | sur [ = R.
Pour tout z € R; on a:
' (2) ef(e"+1)—e" xe’ e"xe'4e’ —e' xe’
xTr) = =
93 (e + 1)2 (e + 1)2
el‘
) N / _
DOUQg@)—m

Etudions le signe de g4(z):

Pour tout z € R, e > 0 et (¢* + 1) > 0 alors )
(ex + 1)2

Ainsi, pour tout z € R, g4(x) > 0
Par conséquent, g4 est strictement croissante sur R.

4. gy(z) = ze > sur I =R,
Pour tout z € R; on a:
gfl(ilf) — 673x+1 _ 3x673x+1
Dot gj(z) = (1 — 3x)e3*+1
Etudions le signe de g} (z)
Pour tout x € R, e 3" > ( donc g)(x) a le signe de x — 1 — 3z
Posons 1 — 3z =0

1
1-3r=0<«—= 2 =-

Faisons un tableau de signe.
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+00

@ O | =

1— 32 +

. . ]- / 1 /
Ainsi, pour tout z € | —o0, 3 : gy(x) > 0 et pour tout x € 3 +oo|;gi(x) <
0.

Par conséquent, g4 est strictement croissante sur ] —00, 3 { et strictement décrois-
1
sante sur 3 +00

5:

La courbe ci-dessous est la courbe représentative d'une fonction f définie sur R; elle
passe par les points A(0;1) et B(—1;0). T est la tangente a C en A et passant par
le point C(1;3).

1. Déterminons graphiquement les valeurs respectives de f(0) et f/(0) , ot f’ est
la dérivée de la fonction f.
A partir du graphique, on obtient: f(0) =1 et f'(0) =2

2. Admettons que f est définie, pour tout x réel, par : f(z) = (ax? + bz + c)e™™®
ol a, b et ¢ sont des réels.

al Déterminons la fonction dérivée [/ de f.
Pour tout z € R; on a:
f'(x) = (2az + b)e ™ — (az? + bx + c)e™®
D'ou f'(z) = [—az? + (2a — b)x + b — cJe™™
b. Déterminons la valeur de a, b et ¢, en justifiant.
On sait que f(0) =1
fO)=1<= (ax0?+bx0+c)e’ =1<=c=1
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Douc=1

On sait aussi que f'(0) =2
f0)=2<=[ax0?+2a—b)x0+b—cle" =2 b—c=2
b—c=2<=b=2+c<=b=3

Doub=3
Enfin, on sait aussi que la courbe passe par le point B(—1,0) donc f(—1) =
0

f(=1)=0<= (a(-1)*—b+c)el =0<=a—-b+c=0care >0
a—b+c=0<=a=b—c<=a=2
De tout ce qui précede, on conclut que : f(z) = (222 + 3z + 1)e”

6 :

1. Donnons une expression de la tangente a la courbe représentative de u au point
d’abscisse 0.
Soit (T') cette tangente.
(T) :y =4 (0)(x —0) + u(0)
0 x
On a u(0) = 2e2 —4 = —2 pour tout z € R, v/(z) = 2 donc v/(0) = e =1
Ainsi, (T) :y=1(x —0) — 2
Dou (T):y=x—2

2. Donnons une expression de la dérivé de v, puis dressons le tableau de variation
de v sur R.

Pour tout z € R; on a :
x

V' (x) = e2 — 1. Etudions le signe de v'(x)
Posons v'(x) = 0
T T

QK@:O¢¢@§—1:O¢¢G§:1¢$g=0¢¢x:0

Faisons un tableau de signe et de variation:

x —00 0 +00
V() — 0 +
v(:z:) +00 \ ; / +00
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3. Déduisons la position relative de la courbe représentative de u par rapport a
sa tangente au point d’abscisse 0.
x

u(x):265—4et (T):y=x—2

Etudions le signe de u(z) —y
T i

Ona:u(x)—y=2e2 —4—x+2=22 —x—2

Donc u(z) — y = v(z) Ainsi, a partir du tableau de variation de la question
précédente, on conclut que:

pour tout x € |—00,0[, la courbe représentative de la fonction u est au dessus
de la tangente (T') et pour tout = € [0, 400[ la courbe représentative de u est
au dessus de la tangente (7
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